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Funzioni di variabile complessa. — Osservazioni sui nuclei di 
Bochner—Martinelli. Nota (* (**)> di P aolo  Zappa presentata dal Socio 
G. Sansone.

Sumjmary. — In this paper some series of Weierstrass’ 0  (and its derivatives) type 
are constructed by means of the Bochner-Martinelli kernels. The Dolbeault cohomology 
classes of such series generate H0»^-1 (Tn — {o}), where stands for the ^-dimensional 
complex torus.

I. I n t r o d u z io n e

La funzione i \zm si può dire generatrice della serie 2  1 /(^ — (ù)m =  3),
CO £  d ì

dove Q è un reticolo di C. In Cn (n >  i), con le usuali notazioni sui multi- 
indici, la funzione i j ( z -— y)a, y e  Cn a ^  (i ,• • •', i) definisce un elemento di 
H n_1 (Cn — {y} > $)ì il suo rappresentante di Dolbeault è una forma di tipo 
(p , n — i) ^"-ch iusa in Cn — {y} con singolarità isolata in y.

In questa Nota si dimostra che se |a |  ^  n +  2 (a ^  ( i , • • - , i)) e T è 
un reticolo di rango massimo in Cn tali forme si possono sommare su y e  T 
ottenendosi delle serie convergenti che sono l’analogo delle serie di cui si è 
detto all’inizio.

Il caso I a I =  n +  i , che per n — i dà luogo alla 0  di Weierstrass, 
viene trattato in m aniera analoga nel § 5.

2. Sia T un reticolo completo in Cn (n 2̂  2); le forme di tipo (o , n — 1) 
T-invarianti e ^"-chiuse in O  — T definiscono classi di coomologia in 

 ̂^  ove T w è il toro complesso CnjT e zero è il punto di T n che 
rappresenta F. Sia 7r ; Cn- ^ T n la proiezione naturale. Sia V un intorno di zero 
in T n tale che tc-1 V sia costituito da polidischi U Y a due a due disgiunti e 
omeomorfi a V.

Dalla successione di Mayer-Vietoris:

o ^ H * - 1 (T», ff) -> H«-1 (T» — {0} , 0) H«-1 ( V ~ { o } ,0 ) - 8 -> H»(T* &) -> o

relativa al ricoprimento V U ( T W — {o}) di T n si ottiene subito 

H ”- 1 (Tn — {0} , 0) ~  H«-1 (Tn , (9) © Ker 8 .

j-jfi-i ("pra ? ha dimensione n  ed è definito dalle forme a coefficienti 
costanti di Cn.

(*) Pervenuta all’Accademia il 17 luglio 1979.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.S.A.G.A. del C.N.R.
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H*1"* (V — {0} , ff) ~  H*1“1 (UY — {y} , ff) è uno spazio di Fréchet generato

dalle classi di coomologia di Cech rappresentate da (2— y)“ ““ 1̂  r

con ae .N n e U i =  { zeU jz^— y i ^  0} (vedi [1] e [4]).
Andreotti e Norgeut in [3] (lemma 4) mostrano che le classi di forme cor

rispondenti nell’isomorfismo di Dolbeault agli elementi di H n_1 (UY— {y} , ff) 
sono rappresentate (a meno del segno) dalle seguenti serie uniformemente 
convergenti su ogni compatto di UY — {y} :

U ,,< p)

( 0  ( » — ■ O ! 2  4* t a l  (# , Y>
aeNn

I«!___
dove lim ]/1 ca \ =  o e

I a I — 0 0

t a 2 >Y)
S  (—:l) K h — 1t)akd(ßi— Y1)“1 A • • ■Aä(zk- y kf kA ■■-A d(zn Yn)a’ 
*=1

I *i — Y; I
n

è il nucleo di Bochner-Martinelli di tipo a con singolarità in y.

Indichiamo con co =  / \  dziy Be (y) una sfera di raggio s e centro y,
l ^ i ^n

e Se (y) la sua frontiera. La formula di Martinelli generalizzata (vedi [2]) 
dice che:

(2) / / t a l  A w =
(2 to')™

(n — i ) !
i
od

3|tt|/
(T)

per ogni funzione /  olomorfa in un intorno di B.
In virtù di questo teorema, esplicitando l’omomorfismo S, abbiamo che 

8.([+*]) è uguale a zero se a > i  e genera H W(T^, ff) se a = i .  (H°(Tn,Q w) 
duale di H n (Tw, 0) ha dimensione 1 ed è definito dalle ^-form e a coefficienti 
costanti in O ).

3. Dalla (2) abbiamo:

(3)
a|al

/ /<W (*. y) a  «
Ss (Y)

(2 9N/  , n
(» — i)! a*“ KU

Pertanto osservando che

3ya
|a| tag .Y )

3<W 0  > y) =  (— 0
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. A ( - . f  3 ' ^ .se poniamo = ------ f -------
a ! dza dalla (2) e dalla (3) abbiamo

(4) / ( | a +l — 4>a) A <0 =  O
sg(r)

per ogni funzione /  olomorfa in un intorno di B.
Ne segue la

Proposizione i. — <ĵ  è d"-esatta.

Dimostrazione. Infatti d"  (^a+i — '<j>a) =  o, quindi definisce
un elemento di H w_1 (UY — {y} , 0), pertanto dalla (2) abbiamo .^a+i — =

!ßj___
=  (n — 1) ! 2  ^ß^ß hi - r d na dove cr è una (o , n — 2)-forma e lim f c$ =  o;

ß __ Ißl-^oo
dalla (4) segue che per ogni funzione /  olomorfa in B

O =  J  f  ( (n —  1) ! ^  +  d"  o j a  to =
SE(r)

f  f  a|3| yf
J  (« — 0  ! Ç  'k+i A <0 +  J d  {fa A co) =  ç  (2 7a)* -py- t ^ T "  W  ' 
ss(y) Ss (Y)

Pertanto £ß — o Vß e ^a+i— cj>a =  ^"cr.
Da un conto diretto si ricava la espressione esplicita della §a ( z , y)

(5) <!>« (* » T) =
Qq +  i l - i ) !
(n — 1)! ( a +  1)!

X

I. 2 ]  (— *)*(«* +  ! ) (% — '{k)ai+1/ \ d ( S j  —  y jf J'+1
w  /■'- 1_________________     j=l=fc _______ __________________

x  /  » \  l“+1l
( S , U < ~ T . P )

. I «j__ _ '■
O s s e r v a z io n e .  È  opportuno notare che, sotto la condizione lim y | ca | — o,

|a|->°o
come la serie 2 ca^a+i> anche la s e r ie ^ ^ a ^ a  converge uniformemente su ogni 
compatto di O  —- {y} e quindi definisce lo stesso elemento in H*1-1 (O  -— {y} , 0) 
Infatti se px ^  || z — y || ^  p2 allora ogni coefficiente di (j)a (z , y) è maggiorato 
in norma da

1 a "h 1 1 •_______1
(n — 1) ! (n — 1) !

— 2 |a+ l|
ri i

<

|a + l|
n  I „  I T T  ù ~ 2 |“ +11 O|0t+l1
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e quindi le serie dei coefficienti sono maggiorate in norma da
|a -fl|

S 1 1 ^ 1 —o r  I“ + -  r

e questa ultima converge per le condizioni poste sulle ca e per il criterio della 
radice di Cauchy sulle serie multiple.

4. Sia T un reticolo di rango massimo in Cn, abbiamo:

P r o p o s iz io n e  2. Se | a | ^  2 la serie

(6) Sv =  X  <}>« (2 > ï )
ys r

converge uniformemente su ogni compatto di Cn — T a una form a di tipo 
(o , n -— 1) d n-chiusa e Y-invariante.

Dimostrazione. Proviamo che per || z  || ^  p e z $ Y le serie dei coefficienti 
della (6) convergono in norma.

_  ia 4_I p ^ la+1l
Poiché I Z i—  Y* I =  I*» — T, I ^  \\* —  Y IL Posto <4 =  ^  ^  | >

abbiamo che ogni coefficiente di cj>a ( z , y) è maggiorato in norma da
T r < |a |+a« -i ) .

Per tutti i y e T, eccetto al più un numero finito, si ha || y II >  2p e per
tanto Il z  — y II ^  Il y II —-'ll z \I >  J  II y ||; quindi per tali valori di y ogni coef
ficiente di (j)a (#, y) è maggiorato in norma da

(7 )  , ^  2 i« | .+*»-i 1Y | - ( | . | + t » - i )

f
D ’altra parte è noto che la serie 2 j  || y \\~m converge per m > 2 n \  infatti

re r

T) H y ||~m <  T! . ,1 dove k  è la minima distanza fra due vertici del~  iÙ  ^  zw-2n+i
reticolo ed a una costante che dipende solo dalla dimensione. Quindi per la 
(7) le serie dei coefficienti della (6) convergono in norma se | a J ^ 2 .  Infine, 
per la continuità dell’operatore d " , S? è ^"-chiusa ed ovviamente T-invariante. 

Analogamente abbiamo la
M__

Proposiz ione  3. Se lim y |r a | = 0  la serie
|a| —> 0 0

(ß) S  c«joc] ^ 2

converge uniformemente su ogni compatto d i Cn — Y a una form a d"-chiusa e 
Y—invariante.
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Dimostrazione. Come nella Proposizione 2, per tutti i y tali che || y || >  2p 
abbiamo che le serie dei coefficienti della (8) sono maggiorate da

S  1k « l < , ! W + * - *  S
M S  2 \ygT

S i 1 d a 2 ,“ l + 2 ” - 1  ( x
M S 2

S i
l«|S*

\ d a a ( 2 l k f ^ n- 1

i - ( |a |+ 2 w - l)

) *

e la convergenza di queste ultime segue dalle condizioni sulle ca .
Notiamo infine che, per i valori di y esclusi, vale Y osservazione fatta alla 

fine del terzo paragrafo.

5. Essendo P-invarianti, le serie è?  e le serie (8) con esse formate defi
niscono classi di coomologia appartenenti a H n_1 (Tw— {0} , tutte distinte 
perchè tali sono le loro restrizioni a H w-1 (UY — {y} , 0). Queste restrizioni 
non esauriscono, però, ker & : infatti a ker § appartengono anche le classi 
definite da c[>a con | oc | =  1. Per tali classi il procedimento precedente va 
modificato.

Sia a1 il pluriindice tale che al — 8l e sia (j/ =  (j)a*. Consideriamo la serie:

(9)

dove

4 (* ) = ¥  (*. o) +  2  («I»* (* , T) - G i (y))ye r  
y #= 0

G -(y)
n S  (—  I)*Y < Jk f \d z }&=1 ĵ=Tc

IIy IF2ft+2

Considerando che Yi Ti =  ((Y< — £») +  £<) ((y* — Sk) +  z&) con facili conti 
abbiamo

^  =  f ( * , o )  +  X  f -
y g r  L
Y =t= 0

Y ||2n+a — I) g y ||2”+>)
(Il Y II II ^ —  Y ll)2a+2

S (- 0* (ßi Yi) XJc=1

n  n  I
x  (% —  Y*) +  Tj-Tfan+a S  ( ~ 0 * ((* < -Ÿ 0  V K * » —Ÿ*) *«— '

i ** Il Y II *=1 j+k J

Poiché II y II Ik  f II ^ I M i ,  | I I y I I * ^ H I * - y I M ^ I M I  l l y i r +1>co"  
b opportuna costante. Pertanto, per z  ^  p, le serie dei coefficienti delle 0*r 
sono maggiorate in norma da ^  c p || y con c opportuna costante;

e dunque le convergono uniformemente su ogni compatto di Cn —T .
La T-invarianza della 0*? si ottiene in m aniera del tutto analoga alla 

invarianza della 0  di Weierstrass.
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Le restrizioni a U Y — {y} delle classi definite su T n — {0} dalle e dalle 
ê?  generano ker S, corne spazio di Fréchet, e cosi si è ottenuta una rappre
sentazione esciplicita di H*2-1 (Tra — {0} , 0).

O s s e r v a z io n i:

1) Notiamo le formule:

— — (<*i +  0  ^ r +*

—  0 ^  = — ( 4  +  i) * r +a*

perfettamente analoghe a quelle che legano la 0  di Weierstrass e le serie ordi
narie di Eisenstein dei vari ordini.

2) Le serie ^ (n =  1) interessano soprattutto perchè danno
y ÏT (> — y)w

un modo di costruire funzioni modulari, che si ottengono dalle somme 2  ^  '
y | o

Niente di analogo si può sperare per n ^  2 se non si suppone almeno che il 
toro T n sia algebrico.

Spero di tornare su questo argomento in altra occasione.
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