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Oceanografia. — L’indeterminazione della probabilita degli inter-
valli tra gli zeri di funziont aleatorie del tempo®. Nota di Paoro
Boccorri ™, presentata ® dai Corrisp. B. pE FiNETTI € E. MARCHI.

SUMMARY. — The indetermination concept for distributions of intervals between zeros
of random functions is introduced.

1. Rice [1] nel 1945 diede un’impostazione differenziale al problema
della distribuzione degli intervalli tra gli zeri di una funzione aleatoria del
tempo § () , dalla quale fu possibile ricavare una espressione per la serie S (T)

) S(D)= 35D

delle funzioni densitd di probabibilita p, (T) degli intervalli T tra 7 4 2 zeri
successivi di {W. Recentemente chi scrive [2] & pervenuto ad una diversa
espressione per la serie S (T) partendo da una nuova impostazione differenziale.

In questa Nota si dimostra come le serie S (T) siano in generale indeter-
minate e comprese tra due estremanti, rappresentate dalla soluzione di Rice
e da quella ricavata in [2] (cid che implica l'indeterminazione anche per le
funzioni p,; (T)). In particolare il concetto di indeterminazione viene svilup-
pato per un processo aleatorio di tipo gaussiano.

2. La probabilitd p;(T)dT dell'intervallo T tra ¢ - 2 zeri consecutivi
della funzione aleatoria § (¥) ®, & definita.come probabilitd che realizzandosi
uno zero ad un istante #, I'7 - 1 esimo zero di { successivo a quello di # si
verifichi nell'intorno infinitesimo dT dell’istante # +- T .

La probabilita & (T) dT che realizzandosi uno zero di { ad un istante ¢
se ne realizzi uno nell'intorno infinitesimo dT di # 4 T, risulta legata alle
2:(T) dalla relazione

(2.1) 2 (T)dT = ﬁ $5(T) dT

ovvero per la simbologia (1.1) 2 (T) coincide con S (T).

(*) Ricerca eseguita presso I'Istituto di Idraulica dell’Universitda di Genova.
(**) Dott. Ing. Paolo Boccotti, borsista C.N.R. presso I'Istituto di Idraulica dell’Uni-
versita di Genova, via Montallegro 1 ~ 16145 Genova.
(*¥%) Nella seduta del 12 maggio 1979.
(1) La prima formulazione in termini di serie di funzioni ;(T) ¢ dovuta a McFadden [3].
(2) Si considerano funzioni € (#) continuamente derivabili in (o, c0).
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La probabilité che ad un istante # si realizzi un valore di { identicamente
uguale a zero & nulla e di conseguenza la & (T) dT risulta a priori indetermi-
nata e deve essere ricavata mediante un’operazione di limite. Tale operazione
si deve sviluppare su un dominio bidimensionale. Si pud infatti tendere alla
condizione di uno zero all’istante # sia imponendo che si realizzi un valore
zero di § in un intorno infinitesimo d# di ¢, sia imponendo che per tale istante
il valore di ¢ risulti compreso in un intorno infinitesimo df dello zero. Alla
prima impostazione corrisponde la relazione differenziale stabilita in [1],
alla seconda quella stabilita in [2].

Si adotta la simbologia della Nota [2] dove si scrive {, anziche (%) e
dove la sopralineatura delle variabili indica che se ne considera il valore zero
ed il punto opposto ad un simbolo di funzione ne indica la derivata rispetto
al tempo. Si considera la densitd di probabilitd congiunta delle variabili ¢,,
ot s f;t , f;HT: essa & espressa dal simbolo p (§;, Cpr, 2';,, tt_'_’r) e con analoga
simbologia vengono indicate le funzioni di probabilita congiunta di qualsiasi
gruppo delle quattro predette variabili.

La relazione stabilita in [1] pud essere generalizzata nella forma

+o00 +o©

(2.2) ﬂ(T)dT=f fp('i;,fm,tm,to(lf;t|dt>(|tm|dT)dtmd&t/

—00 —00

/f;@, SIEALOLIN

Gli infinitesimi relativi alle quattro variabili aleatorie vengono precisati,
qui come in seguito, nell’ordine con cui esse compaiono nell’argomento della
funzione. Se tali infinitesimi sono espressi dal prodotto di pili termini questi
vengono con*ilpresi in parentesi tonda.

La relazione stabilita da chi scrive in [2] risulta
+o0
¢ #Mar= &, Tur, tun) 4G (Eun | 4T) dln[p @) .

Una volta eliminati i termini infinitesimi uguali a secondo membro divi-
dendo numeratore e denominatore per- d# nella (2.2) e per dg, nella (2.3), si
ottengono altrettante forme esatte per la desiderata & (T)dT.

Pilt generalmente si pud tendere alla condizione di uno zero all’istante z
imponendo che si realizzi un valore zero di { in un intorno infinitesimo dz di #
ed insieme che ¥, sia compresa in un intorno dello zero d{, = Ad#, con A
arbitrario-positivo. Si ottiene una nuova relazione differenziale quando si
osserva che, per soddisfare entrambe le condizioni, se | ¢;| & minore di A
¢ sufficiente si realizzi un valore zero di { nell'intorno d#, viceversa se | Ct |

26. — RENDICONTI 1979, vol. LXVI, fasc. 5.
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¢ maggiore di A basta che ¢, sia compreso nell’intorno d,:
A 4oo

(2-4) » 4 (T) dT = [ J‘fﬁ (Zt ’ Zt+T ’ tt+T ’ Ct) (ct df) (I CHT I dT) dtt+T dtt +

0 -0

oo 400

+f fp(ft,fm, Lo, £ (AD (| Lr l‘dT>dtmdtt] /
- A —o0

/ [fp @ b Gdn dt, +fp @t adnat,.
0 A

Per semplicitd 'espressione (2.4) viene scritta per le condizioni in cui la

# (T) sia la stessa quando si consideri la realizzazione di uno zero di ¢ in ¢

“ con derivata ¢ positiva: (0,), o quando tale realizzazione si accompagni ad
un valore negativo della derivata: (o_). Tale condizione di simmetria & soddi-
sfatta, ad esempio, in un processo di tipo gaussiano per il quale la relazione
differenziale (2.4) viene sviluppata nel paragrafo seguente.

Dividendo numeratore e denominatore a secondo membro della (2.4) per
d¢, si ottiene una relazione per la & (T) dT di portata pilt generale delle pre-
cedenti. In particolare quando il fattore A tende a zero tale relazione si riduce
alla (2.3) e quando A tende ad infinito essa si riduce alla (2.2).

3. Le funzioni densita di probabilitd che compaiono nelle relazioni (2.2),
(2.3) e (2.4), per un processo di tipo gaussiano (si fa riferimento, per sem-
plicith, a quello illustrato nella Nota [2]) risultano invididuate dalla matrice
di covarianza (3.1), di seguito riportata, e dai valori medi tutti uguali-a zero
delle quattro variabili considerate. Alcune delle predette funzioni vengono
esplicitate in [1], le altre in [2]. La matrice di covarianza delle variabili
nell’ordine §,, ¢,, ¢t Sy risulta

7o o $r (T) 1 (T)

o s —4¢ (T  —i(T)
(3.1) , y

‘-I"I (T) - 4/1 (T) "y [o]

$r (T) — {1 (T) o my

La funzione ¢y (T) & definita dalla trasformazione della densitd spettrale
di energia E (o)
(3.2) $1 (T) = f E (6) cos 6T do,

0

ey ed m, sono momenti di ordine zero e due della E (o) rispetto all’asse ¢ = o.
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Nella Nota [2] si opera I'integrazione della (2.3) pervenendo ad una espres-
sione per Z (T) ovvero, in forza dell’identita (2.1), per S (T). Tale espressione
viene quindi adimensionalizzata grazie all'introduzione della variabile

(3:3) =TTy  con (Tg) = m(mefmy)? @

e alle definizioni: delle densith di probabilitd ; (t) ottenibili dalle p; (T) per
la dipendenza (3.3), della relativa serie S (1) = E 5;(x), della funzione
=0

$ (1) = 41 (T)/m, e della corrispondente derivata ¢’ (t). Con la simbologia
$. in luogo della ¢ (7) si ha la forma definitiva dello sviluppo [2]

(3.4) Si(7) = (1 — 47— 2=t 1 — 4 .

Tale serie ¢ unica per una famiglia di funzioni densita spettrale di energia
E (5) espresse nella forma implicita

(3-5) E (6) = mo (mo|m £ (8)  per & = o (molmy)t

in termini dei rispettivi momenti #z, ed #, e generate da una funzione f (&)
definita positiva in [0, co) ed avente i momenti di-ordine zero e due, rispetto
all’asse 5 = o, entrambi unitari. La ¢ (1) ¢ infatti ottenibile dalla /() me-
diante la relazione '

(3.6) (1) = ff(&) cos (n67) d& .

Integrando la (2.2) si ha un’altra espressione per S (T) dalla quale, per
sostituzione della variabile T con la t, si pud ottenere ancora la serie S ()
in termini della sola ¢, e delle relative derivate prima tl); e seconda q;;’ ; risulta

(3.7) /5 (/) = K (%) {1 —R*(DI + R (v) arcsin R (v}

avendo posto :
K@E=S@®0—, RE = [ =)+ $ 7[5 (1 — 47 — ¢,

Si effettuano infine le integrazioni indicate nella relazione (2.4), dopo
avere espresso il fattore di proporzionalitd A in termini del momento #z, me-
diante la relazione

(3-8) A =Emd.
Per la definizione di A operata al paragrafo precedente £ risulta un para-

metro adimensionale e arbitrario—positivo. Il risultato delle predette operazioni
viene direttamente espresso in funzione della variabile t, analogamente a

(3) <Ty> & il valore medio di T rispetto a #,.
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quanto gia fatto nei due casi precedenti:

(3.9)  S3(v) = {K.(1 — %) (1 —RH4+K R, [arcsin R.+L (., 0 ,—R)+
—L(:,0,R)] +EG™ S (1 —erf BHYF ) .

Nella (3.9) i simboli a carattere stampa con indice t indicano altrettante
funzioni della ., kIJ:, e LI):-’ delle quali R; =R (1) e K; =K (1) sono gia
state precisate per la (3.7), Sic =S, (v) & la serie (3.4) ed, inoltre, si definisce

Gr = [Sis (1 — 41

. . . . . . . . . . . 1 rr
i simboli corsivi con indice v indicano funzioni delle {., ¢, ¢. e del para-
metro £: si & posto

A =EG: , B=%AJ01—R);
con Z (&) si indica la funzione del solo parametro &
F(E) = [1 —exp (— 3 8] + G ) E[x —erf (&/2)];

infine i simboli erf (x) e L (%, £, p) rappresentano rispettivamente la funzione
di errore e la cumulativa bivariata normale definite come

erf (x) = (2/1'5)[5_‘2 ds

[o o2 o)

L(h,k,0)=3%0—p)? { fexp [—'(x2 +y2—2pxp))2(1— ] dydx.
h k '

In generale la funzione S, (7) dipende da & sempre pilt sensibilmente
via via che 7 si approssima a zero; per spettri stretti tale dipendenza & pil
sensibile in corrispondenza al valore massimo della funzione medesima. Si
pud concludere che l'operazione di limite generatrice della S (T) produce
risultati differenti a seconda della modaliti con la quale si tende alla condizione
di uno zero di { all'istante arbitrario ¢ La serie S (T) e le densitd di proba-
bilita componenti p;(T) risultano pertanto indeterminate.

In particolare si osserva che per £ tendente a zero la S, si riduce alla S,
e, per £ tendente ad infinito, alla S,. Il limite /; della S, per = tendente a zero,
cosi come quello della S,, vale generalmente zero, diversamente da quanto
accade per la S,. Per © e £ tendenti a zero in modo tale che

£ =o[(1 — RG]

(vedi appendice) il limite /, risulta eguale a quello della 5, che & sempre di-
verso da zero. Fissato £ la serie S, & compresa tra la S, e 1a S, per ogni 7, ad
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eccezione di brevi intervalli nell'intorno dei punti dove le curve rappresentative
di queste ultime si intersecano; tali punti tendono a scomparire per spettri di
larghezza via via crescente.

1.6

P, (%) @

14

(o] .2 4 .6 .8 1.0 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30

T

Fig. 1. - Alcune funzioni ;;0 (7) ricavate da altrettante forme di §3 (t) (@ £—o,
@ E—>o0, @ £ = I) relative ad f(8) = o 8—% ¢—B13 (§ = 0.666).

10
P, (7)

-8

oD _—

4@

2} /@

{
o .2 .4 .6 .8 1.0 12 14 16 1.8 20 2.2 24 26 T 28 30

Fig. 2. - Alcune funzioni ;;0 (7) ricavate da altrettante forme di §3 (t) (@ £E—o,
(@) E—~>o0, (3) E=0.8) relative ad f(3) = 0,32 e—P28 (5 = 0.250).

Nelle figg. 1, 2 e 3 sono operati i confronti tra alcune funzioni densita
di probabilitd $,(t). In ogni figura sono riportate tre distribuzioni relative
alla medesima famiglia di funzioni densitd spettrale di energia ¥ e indiciz-
zate come (1), (), (8) secondo I'espressione utilizzata per la serie §(r). I cri-
teri adottati per risalire dalle serie S (7) alle funzioni §, () sono quelli illustrati

(4) T valori dei parametri o; e B; si ottengono imponendo la condizione che i momenti
di ordine zero e due della f(3), rispetto all’asse & = o, risultino unitari.
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in [2] e basati sullipotesi di indipendenza stocastica degli intervalli tra due
zeri consecutivi. Tutte e tre le serie S (7) dimostrano la medesima tendenza ad
ammettere la soluzione per §, (t) basata sulla predetta ipotesi di indipendenza
stocastica; soltanto, le serie 32 sono le prime a non ammeterla quando il valore
del parametro di larghezza 8 [2] dello spettro di energia tende a zero. Si deter-
mina cosi un dominio di §, prossimo allo zero, entro il quale le serie S (7)
ammettono tale soluzione per valori del parametro £ minori di un certo estremo
superiore, che descresce con 8 stesso. Una tale situazione & illustrata in fig. 3.

22
~
P, (7)
20
1.8
1.6
14
1.2
10
8
6
4
OE
e
® ~
o .2 .4

6 .8 10 12 14 16 W.’z 24 26 ;28 30

Fig. 3. — Alcune funzioni ;57) (7) ricavate da altrettante forme di §3 (z) (@ £—o,
{ (@) E—>o0, (3) E=1) relative ad f(5) = ;320 ¢~833 (3 = 0.045).

4. Il concetto di indeterminazione per le distribuzioni degli intervalli
tra gli zeri di funzioni aleatorie introdotto in questa Nota, pud trovare appli-
cazione nei diversi campi della meccanica interessati a processi di tipo alea-
torio; in elettronica, anche per i problemi connessi con la dissolvenza’dei
segnali radio [4], in sismologia, nella fisica nucleare. In particolare nel campo
idraulico marittimo dal quale chi scrive ha preso le mosse esso pud contribuire
all’evoluzione in atto, ad opera prevalente del Coastal Engineering Research
Center (U.S. Army), riguardo all’analisi probabilistica dei rilievi delle onde
generate dal vento sulla superficie del mare.
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APPENDICE

Per semplicitd P’analisi che segue viene hm1tata al caso di famiglie di spettri aventi
momenti finiti fino al quarto ordine.

Quando 7 tende a zero le funzioni K;, R;, G; assumono la forma indeterminata o/o.
I rispettivi limiti /x, /& , /g risultano

(A.I) ZK=0 y IR=I N ZG=OO,

e pertanto la serie §2 (v) tende a zero.

Anche la §1 (7) assume la forma indeterminata o/o il cui limite /; & stato valutato nella
appendice B della Nota [2] e risulta
(A.2) h=13 (my—1i,

#, essendo il momento di ordine quattro della funzione f () generatrice della famiglia di
spettri.

Si considera quindi il limite per v tendente a zero della funzione Ss (7) con & di ordine
(1— Rz)é/GT . Si pone

(A.3) €2=27\,(I—R,2,)/G2 con 0 <A< oo,

le funzioni &/, e %, risultano, rispettivamente,
(A.49) e =[2(—RO} , B=2;

sostituendo nella (3.9) % con il parametro A e & con la sua espressione (A, 3) e considerato
che per le (A.1), (A.4) il limite di =/ & zero si ottiene

(A.s) ly=4 [(1 —e=» ()~} —erfad 4-1].

11 limite /; passa dal valore /; ad /, = o per A che varia da zero ad infinito.

E opportuno osservare, infine, come per famiglie di spettri non aventi momenti di ordine
quattro la serie 82 (7) tenda ad un valore limite diverso da zero, mentre la serie 81 (%) tende
ad infinito.
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