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C alcolo d e lle  probabilità. —■ Relazioni fra  statistiche sufficienti 
in presenza di una statistica sufficiente minimale. Nota di A d r i a n a  

B r o g i n i  B r a t t i  presentata dal Socio G. S c o r z a  D r a g o n i .

Su m m a r y . — In this paper the A. finds out necessary and sufficient conditions for the 
existence, or non existence, of a minimal sufficient statistics between general probability spaces. 
The method used here comes out from the study of the relations, in the range, between suf 
ficient statistics and from the study of the c-algebras induced by them.

I n t r o d u z io n e

In (6) è proposto un metodo per la ricerca e la costruzione di una stati 
stica minimale sufficiente rispetto ad un assegnato insieme di misure di pro 
babilità; esso è basato sulla partizione indotta dal « rapporto di verisimiglianza ». 
Altri metodi si possono ritrovare in [9] e in [i].

In  questa Nota si affronta un problema connesso all’esistenza di una sta 
tistica minimale sufficiente; precisamente: siano (X , S) e (Y , T) spazi mi 
surabili (per def. e richiami, cfr. il paragrafo successivo); sia M un assegnato 
insieme di misure finite su S e si supponga che T 0 : X -> Y sia una statistica 
sufficiente minimale (per il seguito, ogni statistica sarà supposta suriettiva: 
ciò al fine di poter applicare il Lemma 2, di [4]); se Tx e T2 sono statistiche 
sufficienti, studiare, in Y, le relazioni fra T 1 (x) e T 2(#) , \ /x e  X. Lo spunto 
per tale lavoro è ricavato da [4] nel quale il teorema fondamentale è il seguente:

TEOREMA i). Sia  M un assegnato insieme di misure su S; M sia dominato. 
Sia  T : X —* (**) Y una statistica. Condizione necessaria e sufficiente al fine che 
T sia statistica sufficiente per M è che\ M sia equivalente ad una misura e per 
ogni n e  idi la derivata d i Radon-Nikodym di n rispetto alla misura cui è equi 
valente M sia una funzione misurabile anche rispetto alla rs-algebra T “1 (T) .

In base al citato Lemma 2) di [4] il teorema di sopra implica che: se 
M =  m  , i.e.: M è equivalente alla misura m > T e  sufficiente se e solo se esiste 
una funzione ̂  : Y R, R il corpo reale, tale chegn è misurabile e dn\dm — 
==gn°T' Siano, allora T^ : X —► Y , i  =  1 , 2 ,  due statistiche sufficienti; 
"ine  M si deve avere: dn/dm == g ltU°T =  ^ 2>ft°T; è dunque immediato il pro 
blema: supposto che Tj sia statistica sufficiente e che T2 sia solo una funzione 
misurabile, è vero che il legame: ^ o T j  =  g%°T2, con le g ì , i  — 1 , 2, misura- 
rabili, è condizione oltre ché necessaria anche sufficiente a rendere la T2 sta-

(*) Indirizzo dell’A.: Istituto di Statistica, Via V ili Febbraio 1-35100 Padova.
(**) Nella seduta del 12 maggio 1979.
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tistica sufficiente? È chiaro che la risposta a tale problema è, in generale, 
negativa come si vede supponendo che le g i siano ambedue nulle.

U n più approfondito studio delle relazioni fra statistiche sufficienti con 
duce ai risultati compendiati nei Teoremi 2) e 3) del paragrafo 2) che danno, 
rispettivamente, un criterio di non esistenza ed uno di esistenza per le stati 
stiche sufficienti minimali.

1) Notazioni e richiami. Sia X un insieme e sia S una a-algebra di parti 
di X. Sia M un assegnato insieme di misure finite (l’ipotesi di finitezza non 
sarebbe necessaria per il seguito; la si assumerà avendo presente che le misure 
in oggetto siano misure di probabilità), su S dominato da una misura finita m' , 
i.e.: M < m , (se m  (E) =  o , V E e S , allora n (E) =  o , V ne  M). Da [4], 
Lemma 7), si ricava: seM  è un insieme dominato, esiste una misura finita, m  , 
alla quale M è equivalente, M =  m , i.e.: M m  e se n (E) == o e M , 
allora è anche m  (E) =  o. Per il Teorema di Radon-Nikodym, [3], ogni mi 
sura n  in M è derivabile rispetto alla misura m  e si ha: dn\dm  = = /: X R , 
con /in teg rab ile  su X rispetto a m. Siano E ed E ' elementi in S; sia k e la fun 
zione caratteristica di E; se n e M , si consideri la misura ri così definita:

ri (E') =  J kE dn =  n  (E n E')
E'

ri è dominata da n\ ciò implica: se (Y , T) è un secondo spazio misurabile e 
se T : X —► Y è una funziona misurabile, la misura:

(ri T )-1 : T -> R , (ri T)"1 (F) =  ri ( E 1 (F))

è dominata, su T, dalla misura (r ii)-1. Allora: sempre in base al teorema di 
Radon-Nikodym, esiste la derivata di (ri T)“1 rispetto a (^T)-1 ; se è: 
g  =  d  (ri T ffi /d  (r ii)-1, risulta:

! ' V F e  T , (ri T )-1 (F) -  | d  (rii ) - 1

Quanto sopra permette, seguendo [4], di dare la

D e f in iz io n e  i). V E e S, la n-probabilità d i IL, dato T (x), è g (  T (x) ) (1). 
(Per il seguito, adottando un linguaggio probabilistico, la ^-probabilità di 
E dato T (x) si dirà la probabilità condizionata di E dato T (x) e si indicherà 
con il simbolo: p n (E/T (/))) .

DEFINIZIONE 2). vSV T : X -> Y è misurabile, T si dirà una statistica.

DEFINIZIONE 3). Se T : X —* Y è una statistica ed M è un insieme di 
misure su S, T si dirà sufficiente rispetto a ìA  se e solo se: VE e S esiste una

(1) L’espressione ^-probabilità è qui usata in modo del tutto formale, visto che non 
è detto che sia n (X) =  i .
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funzione misurabile, p E : Y -> R , Az/*? p n (E/T (#)) =^>E (TV)) , modulo 
(»T)“1 , V ^ e M (2).

La definizione 3) implica che la probabilità condizionata p n (E/T (*)) è 
la stessa per ogni n e  M .

Per comodità di esposizione, d ’ora in poi: l’insieme delle statistiche suf 
ficienti di X su Y, rispetto ad un assegnato insieme di misure M su S, si indi 
cherà con il simbolo S (X , Y ;M). Infine: se T : X -> Y è un’applicazione, 
il sottoinsieme T “1 (T (pcj) , Mxe X , rappresenta « la curva di livello » di T 
passante per x ,  i.e.: l’insieme degli x f e X tali che T (x') '=  T .(x) .

D e f i n i z i o n e  4). Se T 0e S (X , Y ;M ) , T 0 si dirà la statistica sufficiente 
minimale se e solò se per ogni altra T e  S (X , Y ; M) si ha: la curva di livello 
di T passante per x  e X, è contenuta nella curva di livello della T 0 passante 
per il  medesimo x  , Vx e X .

2) In questo paragrafo si dimostreranno criteri di esistenza (o non), 
per le statistiche minimali sufficienti; essi sono il risultato da due lemmi pre 
liminari che riducono lo studio delle statistiche sufficienti allo studio di certe 
applicazioni di X sullo spazio delle curve di livello delle statistiche sufficienti. 
Lo strumento usato per questo studio è il Teorema 1) dell’introduzione; per 
compendiare le idee, poi, nel confronto fra statistiche sufficienti, una delle 
quali minimale, si scriverà un diagramma riassuntivo dei risultati. Sia T e S  
(X , Y ;M) ; si indichi con kT (x) la curva di livello di T passante per j e X  
e con K t (X) l’insieme di tutte le curve di livello della T. Si consideri la fun 
zione kT : X -> Kt  (X) , x  -> kr (x) ; essa si fattorizza, in modo naturale, 
attraverso l’isomorfismo di insiemi T, T : KT (X) —> Y , definito dall’equa 
zione: T (hT (x)) =  T (x) , (i.e.: T =  f o ^ T). Su K t (X),. attraverso T, si ponga 
la a-algebra T-1 (T) .

Lem m a t), T e S (X , Y ; M) se e solo se k ^ e S  (X , K t  (X) ; M), quando 
Kt  (X) è dotato della a-algebra T“1 (T) .

Dimostrazione. Poiché si suppone che M =  m  , per ogni n in M sia 
f n : X -> R, la derivata, di Radon-Nikodym, di n  rispetto a m  : f n =  dnjdm. 
In base al Teorema 1) citato nell’introduzione sia g n : Y -> R tale che: 

/ n “ ^n°T; inoltre, g n : KT (X) — R, sia la mappa così definita: g n (kt  (#)) =  
=  / ft( 4  Verifichiamo che g n è ben definita; infatti: se ì t  ( j)  =  ^t (T), è 
T (X) =  T (x'y  ̂e, quindi:  ̂g n ( fr  ( * ) ) = /»  (T (x)) =  g n (T (*)) =  gn (T (V)) =  
=  f n (xr) che è, per definizione di g n> eguale a g n (kt  (%'))• Ovvio che è : 

fn  =  g n°kt  , e, qundi g n = / no4"1 ovvero g ÿ 1 =  o /" 1 .

Se B è un boreliano in R, risulta: g n  ̂ (B) =  k i  (B)) =  k i  (T“1 (F)), 
per qualche F in T. Poiché: T — To^t , dalle eguaglianze di sopra si trae

(2) i.e.: a meno di insiemi di (nT)~1 misura nulla.
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kx (T“1 (F)) =  kx (k\~ (T“1 (F)) =  T “1 (F) e quest'ultimo insieme è della a -a l 
gebra posta su KT (X) . Ciò dimostra che la g n : KT (X) —> R, è misurabile. 
Allora, sempre in base a quel teorema, poiché f n =  g n°K T , Vn  6 M, la fun 
zione kx : X -> K t (X) è statistica sufficiente.

Viceversa: se k^e  S (X , K j(X ) ; M) allora è: f n — g  n°kx con la
g n : K t (X) R misurabile, Se si definisce g n : Y =  T (X) -> R attraverso 
l’equazione gn (T (x)) =  f n (x) si dimostra, come sopra, che la gn è ben 
definita e misurabile.

Il lemma è completamente dimostrato.
Siano T e T 0 in S (X , Y ;M );  T 0 sia la statistica minimale. Sia 

L : Kt  (X) -> K t0 (X) così definita: L (kx (x)) — kx0 (x). L è ben definita per il 
fatto che T 0 è minimale. Su K t(X ) si ponga la a-algebra fornita da 
L“1 (kTo (T^1 (T))) ; che si tratti di una a-algebra deriva dal fatto che: 
kx0 T ^ 1 (T)) =  T“1 (T) e, quindi, la a-algebra di sopra è l’immagine inversa, 
mediante L r1, della a-algebra T^CT). Sia F in T; si ha: L r1 (kTo Q Y 1 (F))) =  
— kT (To 1 (F)). Infatti: se ^eT ö "1(F ), a destra dell’eguaglianza di sopra 
compare il termine kT (x) che è un elemento del sottoinsieme L“1 (kx0 (x)); 
ciò dimostra l’inclusione da destra verso sinistra.

Viceversa: se kT (x) e L“1 (kTo (T-1 (F))), allora: kx0 (x) e kTo (TY1 (F)) e, 
quindi: esiste x'  in TY* (F) tale che: kxQ (x)  =  kx0 (x). Ciò significa che 
x e  TY1 (T0 (xf)) Ç TY* (F) , ovvero: kx (x) e kx (TY1 (F)). Ne discende che: su 
Kt (X) la a-algebra L”1 (yèTo (T ^1 (T))) coincide con la a-algebra ^ ( T ^ 1 (T)).

LEMMA 2. La funzione k? : X -> K t (X) è misurabile non appena KT (X) 
ha la <5 -algebra kt  (TY1 (T)) .

Dimostrazione.

Se F e T , TY1 (F) £  kö 1 (kx (T f1 (F))); sostituendo a /§t T "1oT si ottiene: 
k x 1 (To'1 (T (TY1 (F)))) =  T “1 (T (TY1 (F))). Per il fatto che T 0 è la minimale 
si Ha: T -i (T (To-1 (F))) £  T«“ 1 (T0 (T ô 1 (F))) =  T 0_1 (F); e, in definitiva; 
k r 1 (kr (To'1 (F))) =  T ^ 1 (F). Ciò dimostra il lemma.

I lemmi i) e 2) appena dimostrati si possono riassumere nel diagramma:

f - - - - - - - > ( Y . T ( T - 1( T ) ) )
0

g

V — >(Y*T)

k , ^ ( K < X ) .  k d ' 1! “ )))-  
^  T T 0 

L

k î > ( K  ( X ) .  k t r ’ l T ) ) )

( X . S )

'o 'o

Si osservi che:
1) T (Tq 1 (T)) è a-algebra su Y poiché essa è l’immagine, mediante 

l’isomorfismo T, della a-algebra kx (T0 1 (T)) ;
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2) la funzione^ : Y -> Y si intende definita in questo modo: g  (T (pc)) =  
=  T o (x) ; che sia ben definita è immediato; inoltre: essa risulta essere b i- 
misurabile nel senso che: essa è misurabile e che V F e T  si ha g  (T (Tô"1 (F))) 
è in T. Ciò è conseguenza del fatto che: g  =  T0 L0 T 0 e T e T 0 sono isomorfismi; 
inoltre L è essa stessa bi-misurabile.

Il diagramma di sopra permette il seguente

COROLLARIO i). Se S (X , Y ;M ) ammette statistica minimale sufficiente, 
allora: se Tx e T 2 sono in S (X , Y ; M) esistono due applicazioni, g iy d i Y  su Y  
tali chei ' gi (Y  , T i (Tq 1 (T))) -> (Y , T) è bi-misurabile, ed è: gx (Tx- (x)) =  
=  ^ ( T 2(^)) •

Per la dimostrazione è sufficiente sostituire nel diagramma, alla g, rispet 
tivamente la g 1 e la g% ed osservare che: ■gi (T^ (x)) =  T 0 (x) , i — 1 , 2.

Il diagramma di sopra fornisce anche il

T h e o r e m a  2). Le seguenti proposizioni, a) e B) sono equivalenti'.

a) S  (X , Y ; M) non ammette statistica sufficiente minimale\

b) VTj in  S (X , Y ; M) esiste una T2e S (X , Y ; M) tale che la corri 
spondenza'. T2 (x ) -*• Tx (x), di Y  su Y  f non è una funzione.

Dimostrazione.

a) impliaca b). Se b) fosse falsa, esisterebbe T 0e S (X , Y ;M) tale che 
per ogni altra T e S (X , Y ;M) la corrispondenza: T (x) - ^ T 0 (at) è una fun 
zione di Y su Y. Ciò implicherebbe: se T ( x )  =  T (x) , anche T 0 (V) =  T 0 (x).

Ovvio che T 0 risulta la minimale.

b) implica a). Se d) fosse falsa, la statistica minimale T 0 renderebbe 
falsa la proposizione in b).

Il teorema che seguirà dà una condizione necessaria e sufficiente per 
resistenza di una statistica sufficiente minimale.

T e o r e m a  3). Le seguenti proposizioni, d) e b), sono equivalenti'.

a) S (X , Y ;M) ha statistica sufficiente minimale\

b) per ogni T i e S (X ., Y ;M) esiste una funzione f i : Y ->■ Y  tale che\

1°) : X -> Y è misurabile quando Y  è dotato <5—algebra f f 1 (T) ;

II.0) le funzion i f ^ T i : X -* Y sono indipendenti da i.

Dimostrazione.

d) implica b). Sia f i : Y  Y cosi definita: f i (T i (x)) =  T 0 (x) , se T 0 
rappresenta la statistica sufficiente minimale. Dal d iagram m arle f$ sono rap 
presentate dalla g; la cr-algebra f f 1 (T) risulta essere la -T ^ T ^ ^ T )) e, quindi, 
la : X -> Y è misurabile rispetto alla f j 1 (T). Poiché, inoltre, biffi (T* (x)) =  
=  T0(x) t rimplicazione è dimostrata.
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b) implica a). Per ogni x  in X si ponga: T 0 (x) =  f i ° T i (x) . In base a 
b) , T 0 è indipendente da i e risulta essere misurabile perchè è la composta 
di funzioni misurabili.

SiaT* (V) =  Ti(x);  dalla definizione di T 0, risulta pure: T 0 (x') =  T 0.(at), 
ciò implica che le curve di livello di ogni T* sono contenute nelle curve di 
livello T 0. Allora, per concludere, basterà dimostrare che la T 0 è statistica 
sufficiente.

Se nel diagramma si pone T i al posto di T , in base al lemma 2) risulta 
che k'ii è misurabile e dal lemma 1), poiché T$S (X , Y ;M), risulta che ÆT. 
è in S (X , K tì (X) ; M). D ’altra parte, L : K tì(X ) KTq(X) è bi-misurabile; 
allora, per dimostrare che la T 0 è statistica sufficiente, basta dimostrare che 
se T 1 : X Y e T2 : Y -> Z sono tali che: 1°) T, S (X , Y ; M) ; II0) T 2 è 
bi-misurabile, segue che T2oT\ : X -> Z, è statistica sufficiente rispetto a M. 
(Nel caso in esame: T 1 =  k^i ed è T2 =  L; allora ^To =  Lo^T. risulta stati 
stica sufficiente e quindi lo è la stessa T 0).

Dimostrazione.

Sarà usata la stessa tecnica del lemma 2) di [4]. Se n M e se f n =  dnjdm, 
esiste gn : Y R, con f n =  gn°Tx e gn misurabile.

Sia z 0 Z e sia Y0 il sottoinsieme di Y così determinato: Y0 =  T q 1 (z0). 
Poiché T2 è bi-misurabile, risulta: ponendo E =  (y  6 Y :gn (y) =  gn(jyò))> con 
y 0 in Y0 , E =  g^ 1 (gn ( j 0)) — T^"1 (H), per qualche H nella a-algebra di Z. 
Dal momento che: y 0 e E , T 2 (y0) =  z 0 H; allora: Y0 =  T^"1 (z0) T^"1 (H) — E, 
ciò significa che la g n è costante sugli elmenti di Y0 . L ’equazione: hn (z0) =  
— gn(yo)ì  con definisce quindi univocamente la funzione hn .
Dalla definizione di hn , si ha: hn (T2 (y)) — gn (y) e ciò dà anche la misura 
bilità della hn .

In conclusione: se n 6 M e s e f n — d j d m = g n , T 1 =  AnoTzoT1 che dà, sempre 
in base al teorema di Halmos-Savage, la sufficienza della statistica TaoTj.
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