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Geometria. — Alcune osservazion: swlle varietd inltersesion:
complete . Nota di PaoLo Maroscia ™, presentata ™ dal Socio
G. Zappa.

SUMMARY. — We prove some results on the subvarieties of codimension one of an
affine (resp. projective) variety which are set-theoretic complete intersections on it, with
special regard to the case of a curve.

In questa Nota, ci proponiamo di esporre alcuni risultati sulle sottova-
rietd di codimensione 1 di una varietd affine o proiettiva V , che sono inter-
sezioni complete in senso insiemistico (di V con un’ipersuperficie dello spazio
ambiente). '

Il risultato principale & dato dal Teor. 2.1, il quale, tra l'altro, estende
alla chiusura algebrica di Q, la validitd di una «congettura di Gallarati»
(cfr. [16]), riguardante le superfici cubiche di Pg tali che ogni curva su di
esse & intersezione completa insiemistica. Segnaliamo inoltre il Teor. 1.2, da
cui segue in particolare che «l'insieme delle sottovarieta di codimensione 1
di una varietd normale, che zon sono intersezioni complete in senso insiemistico
(risp. in senso algebrico), & vuoto oppure infinito », e infine, la Prop. 2.3 rela-
tiva ai punti intersezioni complete insiemistiche su una curva affine, definita
sopra un campo algebricamente chiuso arbitrario. A partire dalla Prop. 2.3,
siamo poi in grado di riottenere, in modo semplice e diretto, un noto risultato
di Cunnea (cft. [6]) secondo cui « una curva affine non singolare ¢ razionale
se, e soltanto se, il suo anello delle coordinate & fattoriale ».

Ci limiteremo a considerare varietd algebriche immerse in spazi affini o
proiettivi, definiti sopra un campo K algebricamente chiuso. Inoltre, se € &
una curva affine o proiettiva, denoteremo con W (%) (risp. con S (%)) il sotto-
insieme di € costituito dai punti intersezioni complete in senso insiemistico
(risp. in senso algebrico).

Infine ringraziamo A.V. Geramita per le utili discussioni con lui avute
durante la preparazione del presente lavoro.

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivitd del GNSAGA del CNR.
(**) Istituto Matematico «G. Castelnuovo», Citta Universitaria, 00100 Roma.
(¥*%) Nella seduta del 12 maggio 1979.
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1. ALCUNI RISULTATI GENERALI

Cominciamo col provare un lemma relativo ai domini di Krull @, gia
ottenuto implicitamente in [15] nel caso noetheriano:

LEMMA 1.1. Séa R un dominio di Krull arbitrario, ¢ sia a un ideale di R
tale che:
i) r(@ =r({x), com xeR;

(i) posto: 7 (@)= po N py 0 -+ N 5, con pi& XD (R) per imo -+, i
st abbia: p, =7 {((¥), con ye R.

’

Allora esiste un elemento z€ R tale che py 0 -+ 0 py = r ((5)).

Dimostrazione.  Basta far vedere che esiste un elemento ze¢ R tale che.
gli unici ideali primi di altezza 1 che lo contengono sono proprio p,,- - -, gy
Ebbene, se vp (¥) =m € vy (¥) =7 (con m ,n = 1), l'elemento z = xn[ym
(il quale, a priori, ¢ un elementce del campo dei quozienti di R) gode delle
seguenti proprieta, con riferimento alle valutazioni discrete associate agli
ideali primi p di X® (R):

vp(z‘):o, se P = p oppure p#ﬁl»"‘»ﬁh
7, (2) >0, se p=p;, con j=1,- /% ;

e cid basta per concludere.

TEOREMA 1.2. Sia R un dominio di Krull. Allora:

(1) L'insieme degli ideali primi di altezza 1 di R, che non sono radicali
di ideali principali, ¢ vuoto oppure infinito.

(2) L'insieme degli ideali primi di altezza 1 di R, che non sono prin-
cipali, ¢ vuoto oppure infinito.

~ Dimostragione. (1) Supponiamo per assurdo che esistasoltantoun numero
finito di ideali primi siffatti, diciamo p,,-- -, p,, e fissiamo un elemento x€ p,
tale che £ ¢ p, U - -+ U p,. Allora, denotati con p3=p,, pa,- -, ps gli ideali
o . . ) . 4 . . .
primi di altezza 1 che contengono x, si ha che ps,---, p; sono radicali di

. . . . . . . - 4 . . .y
ideali principali, sicché tale risulta anche p,, in virtu del lemma: cid6 & una
contraddizione.

(2) Se per assurdo esistesse soltanto un numero finito di ideali primi
siffatti, diciamo #,,---, p,, allora, in virtu del punto (1), R & un dominio
prefattoriale (cfr. [1]), dunque & semifattoriale (cfr. [7] oppure [17]). Ne segue

R :

che, posto T = () Ry,, si ha: T=S-1R, dove S & una parte moltiplicativa
1=1

(1) Se R & un dominio di Krull, denotiamo con X (R) P'insieme degli ideali primi
di altezza 1 di R.
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generata dai generatori degli ideali primi di X® (R) —{#,,---, p,}; d’altra
parte, & subito visto che T & un dominio a ideali principali, sicché applicando
un noto teorema di Nagata (cfr. ad esempio [7, Theor. 7.1]), R risulta un
dominio fattoriale, contro le ipotesi.

Il teorema & cosi completamente dimostrato @,

COROLLARIO 1.3. SeV ¢ wuna varietd irriducibile normale di Ay (risp.
prodettivamente normale di Py), valgono le seguenti proprietd :

(a) Sia W una sottovarieta pura di codimensione 1 di NV tale che:
1) W ¢ wn'intersezione completa insiemistica su V ;

ii) se W=WoUW, U --- UW, ¢ la decomposizione di W nelle sue
componenti trriducibili, W, & un'intersesione completa insiemistica su V.

Allora anche la sottovarieia residua Wi U -+ U Wy ¢ wun'intersezione
completa in senso insiemistico su V.

(b) L'insieme delle sottovarietd irriducibili di codimensione v di V, che
non sono intersesioni complete in senso insiemistico (visp. im semso algebrico)

A

& vuolo oppure ¢ infinito.

OSSERVAZIONE 1.4. Conviene sottolineare, con riferimento al Coroll.
1.3. (a) , che dalla dimostrazione del Lemma 1.1 & possibile ottenere un risultato
geometrico alquanto pili preciso, ossia l'ordine di una ipersuperficie che
incontra la varietd V lungo la « sottovarietd residua» W, uy «-- U W, di W.
Cosi ad esempio, si verifica subito che:

. . 3 « . . . . . .
(1) La cubica sghemba di Pk & intersezione completa, in senso insie-
mistico, di un cono quadrico ® con un’opportuna superficie cubica.

(2) Se C & una cubica non singolare di Px (con K di caratteristica
# 2, 3), dato un punto di flesso Pe C e considerata una retta per P tangente
altrove a C, diciamo in Q, esiste una conica (non singolare) che incontra C
soltanto in Q . k

Notiamo poi che, se C & una cubica non singolare di Pk (con K di caratte-
ristica 7 2, 3), € subito visto che il sottoinsieme W (C) di C possiede almeno
una infinitd numerabile di punti. Infatti, se P & un punto di flesso su C, consi-
deriamo una retta per P tangente altrove a C, diciamo in P,, e successi-
vamente una retta per P, tangente altrove a C, diciamo in P,, e cosi via. Si
ottiene in tal modo una successione di punti appartenenti a W (C), in virtl
del Coroll. 1.3 (a), e per di pil senza ripetizioni, come si verifica facilmente,
da cui la tesi.

(2) Segnaliamo che I’enunciato (2) si trova dimostrato (per altra via) anche in [5].
(3) Che & proiettivamente normale, se K ha caratt. # 2 (cfr. [11, p. 147]).
(4) Si ottengono in tal modo tutti i cosiddetti punti sestatici (cfr. [19]).
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Ebbene, vale un risultato alquanto semplice (cfr. ad es. [8, p. 128]) che
completa le considerazioni sopra sviluppate:

PROPOSIZIONE 1.5. Sia C una cubica non singolare di Py (con K di
caratteristica = 2 ,3) e assumiamo come identitd del gruppo C (@) un punto di
flesso, diciamo o. Allora si ha:

(a) Séano Py ,---, Py, con n =1, punti di C, non necessariamente distints.
Le seguenti condizioni sono tra lovo equivalenis:

H PLboP,® --®P;s,=0;
3n

il) esiste una curva B di ordine n in Pk tale che B.C = Z P;.
=1

(b) 17 sottoinsieme W (C)® coincide con il sottogruppo di C (@) costi-
 tuito dai punti di ordine finito.

Dalla Prop. 1.3 discende subito il risultato seguente:

COROLLARIO 1.6. Sia C wuna cubica non singolare di Pi, con K= 1_7,,,

con p 7 2, 3 (essendo p un numero primo e ¥, il campo con p elementi). Allora
st ha: W (C)=C.

2. JIL CASO DELLE CURVE.

~ Stabiliamo innanzitutto il risultato principale contenuto in questo pa-
ragrafo: :

TEOREMA 2.1. Sia C una curva irriducibile non singolare di Py, essendo
K wun campo (algebricamente chiuso) di caraiteristica zero arbitrario, oppure
un campo di caratteristica p >0, purché KX #F,, e n > 2.

Allora, se W (C) =C, la curva C risulta razionale.

Dimostrazione. Infatti, supponiamo per assurdo che C abbia genere > o,
e fissiamo un punto P, su C come punto base per I'immersione Ct— J (C),
essendo J (C) la jacobiana di C. Allora, in virtl dell'ipotesi fatta su W (C),
per ogni punto Pe C si ha una relazione della forma: mP ~mP,, dove m
¢ un intero > 1 che dipende da P e il simbolo ~ denota la relazione di equi-
valenza lineare tra divisori. Ne segue che ogni punto di J (C) ha ordine finito
(poiché ] (C) & generato da C, come gruppo abeliano), ma cid & assurdo giacché,
per le ipotesi fatte su K, J(C) possiede certamente punti di ordine infinito
(cfr. [1,p. 1137]).

, OSSERVAZIONE 2.2. Se C & una cubica non singolare di P%, essendo K
la chiusura algebrica di Q, si ha, in virtd del Teor. 2.1: W (C) & C. Ne segue
(cfr. [16]) che la congettura di Gallarati, secondo cui « esistono soltanto tre

(5) Si noti che, essendo 0 € W{(C), W (C) & un sottogruppo di C (@) (cfr. 1.3 (a)).
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superfici cubiche (ben determinate) di P¢ tali che ogni curva tracciata su di
esse & intersezione completa insiemistica », congettura dimostrata da Stagnaro
per un qualsiasi campo K di caratteristica zero, non numerabile, & vera anche
per K = Q. Inoltre, il Teor. 2.1 risponde in modo esauriente ad un problema
posto da Stagnaro (cfr. [135, p. 171, nota (4)]). Notiamo infine che, poggiando
sul Teor. 2.1, & possibile estendere alcune caratterizzazioni delle curve proiettive
razionali in termini di aperti affini, dimostrate, nel caso complessb, in [4,

Prop. 3.3].

Sia ora C, una curva irriducibile di Ak ®, con » > 2, e siano P, ,---, P,
i punti all’infinito di C,; sia inoltre C la chiusura proiettiva di C,, sicché in
particolare: W({O)NC, < W(C,).

PROPOSIZIONE 2.3. Ferme restando le notazioni sopra introdotte, si ha:
h
(i) se Pe W (Cy), esiste qualche intero »r >1 tale che »P ~ Z m; Py,
t=1
con m€ L, per i =1, 4k,

(ii) se C ha genere > o, allora W (Cy) (¢ quindi anche W (C)) é un
insieme al pite numerabile. -

Dimostrazione. La (i) & pressoché immediata. Per provare (ii), distin-
guiamo due casi:

(a) Cy & non singolare, e inoltre anche la sua chiusura proiettiva C &
non singolare (cid che non & restrittivo per i nostri scopi).

Supponiamo innanziatutto che W (C,) 3% @ e osserviamo che, stante la
(i), resta definita una corrispondenza, diciamo ¢, da W (Cy) nel gruppo abeliano
libero G = ZP; @ - - - ® ZP, . Inoltre, sempre in virth di (i), & possibile asso-
ciare ad ogni punto P di W (Cy) un intero w (P), che chiameremo valenza di
P, deﬁnhito come il pili piccolo intero» > 1 per cui si ha una relazione della forma
#P ~ Y, m; Py, con m;e L, sicché denotato con W, (C,) il sottoinsieme di

i=1

W (C,) costituito dai punti di valenza », per ottenere la tesi, basta provare che
per ogni intero » > 1, W, (Cy) & un insieme al pid numerabile.

Consideriamo ora in W, (Cy) (supposto non vuoto) la relazione di equiva-
lenza cosi definita: P £ Q <= #P ~#Q) : & subito visto che ogni classe di equi-
valenza in W, (C,) & costituita al pit da un numero finito di punti; giacché
ogni punte Q ¢ P (Q % P) individua un punto di ordine finito sulla jacobiana
J (C). D’altra parte, I'insieme quoziente W, (Cg)/e & al pih numerabile, poiché
la corrispondenza {§,: W, (Co)je --— G, ottenuta a partire dalla restrizicne,
$,, di ¢ a W, (Cy) , muta classi distinte in sottoinsiemi disgiunti di G; ne segue
che W, (Cy) ¢ al pili numerabile, ossia la tesi. ‘ '

(6) D’ora in poi, K & un campo algebricamente chiuso qualsiasi.
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(b) C, & simgolare. In tal caso, stante il punto (a), la tesi si ottiene subito
considerando un aperto affine principale, diciamo (Cy);, dove f & un’arbitraria
ipersuperficie di A" passante per tutti i punti singolari di C, .

COROLLARIO 2.4. Ferme restando le motazioni sopra introdotte, si ha:

3

G) se PeS(Cy), allora P~ J,n; Py, con mieZ (=1, - k;
=1

(ji) se C ha genere > o, allora S (Cy) ¢ un insieme al pite numerabile.

OSSERVAZIONE 2.5. Si noti che 'enunciato 2.3 (ii) non si inverte: basta
considerare ad es. la cubica piana C, di eq. Y? = X3 e tener presente (cfr. [15,
p. 171]) che W (C,) = {(0, 0)} ; il medesimo esempio mostra altresi che nep-
pure 'enunciato 2.3 (i) si inverte, in generale. Segnaliamo infine che il Coroll.
2.4 (jj) estende in parte un risultato stabilito in [18, Prop. 1].

Dalla Prop. 2.3 discende inoltre il risultato seguente:

COROLLARIO 2.6. Sia C, una curva affine non singolare tale che:

() la chiusura prodettiva C di Cy é non singolare ;
(i) W(Co) =Co;
(iii) esiste un intero N > o tale che per ogni puntio Pe C, si ha:
w (P) <N.
Allora Cq é razionale.

Dimostrazione. Infatti, se per assurdo C, non fosse razionale, fissato un
punto all'infinito, diciamo P;, come punto base per I'immersione C «+ J (C),
denotiamo con J il sottogruppo di J (C) generato dai divisori P,— P,, con
i=1,-++, /. Allora, in virtlt della Prop. 2.3 (i), ogni punto Pe C, & tale che
w (P) Pe J ; ne segue, stante la (iii), che ogni punto di C ha ordine infinito,
oppure un ordine finito necessariamente limitato. Ma ci6 contraddice il fatto
ben roto (cfr. [12]) che J (C) possiede punti di ordine finito arbitrariamente
elevato, donde la conclusione @,

COROLLARIO 2.7. Le seguenti condizioni sono tra lorvo equivalenti, per una
curva irviducibile Cy di Ak:
(1) S(Cop) =6Co;.
(2) Cy & una curva razionale non singolare.
Dimostrazione. (1) = (2) discende direttamente dal Coroll. 2.6.

(2) = (1) si ottiene subito osservando che, nelle nostre ipotesi, la curva
P . 1 . .
C, & isomorfa ad un aperto affine di Ak, donde la conclusione, giacché la (1)
¢ invariante per isomorfismi tra curve affini.

(7) 11 corollario ora dimostfato inverte un risultato di Stagnaro (cfr. [15, p. 172, Co-
rollario 2]). ‘
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OsSERVAZIONE 2.8. Il Coroll. 2.7 & stato dimostrato per la prima volta
in [6], utilizzando metodi di teoria delle valutazioni (si noti che la (1) equi-
vale alla condizione che I'anello delle coordinate di C, & fattoriale). Inoltre
il Coroll. 2.7 non si estende alle superfici affini (con riferimento alle curve
su di esse), com’'¢ subito visto considerando la sfera complessa di raggio
unitario (cfr. [7, Prop. 11.8 (¢)]). Notiamo infine che, mentre per una curva
proiettiva C le condizionii W (C) =C e S(C) =C chiaramente non sono
equivalenti, le analoghe condizioni relative alle curve tracciate su una
superficie non singolare di Pk, che sia intersezione completa in Pk, sono tra
loro equivalenti, per un campo K algebricamente chiuso arbitrario (cfr. [13]

e 3D
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