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Equazioni a derivate parziali. — Eguazioni ellittiche con termini
di ordine inferiore e riovdinamenti ™. Nota di ANGELO ALVINO e
Guipo TROMBETTI, presentata 9 dal Socio C. MIRANDA.

SUMMARY. — We give a pointwise bound for the rearrangement of a solution of the
Dirichlet problem for second order elliptic equations with lower order terms by means of
the solution of a * symmetrized > problem.

In un recente lavoro (cfr. [2]) G. Talenti ha dimostrato che, data un’equa-
zione della forma

. :

— 2 % (04 (%) 1) + ¢ (D =F (@)
1 J=

dove i coefficienti a@;; (x) e ¢ (x) sono funzioni misurabili definite in un aperto

Q di R* soddisfacenti le seguenti ipotesi

n

@ Y@L =EF ,  c@=o

& j=
e detta % (x) la soluzione debole del problema di Dirichlet in Q con dato omo-
geneo, riesce

2) u¥ (%) <o (@)

dove con #¥ (x) si intende il riordinamento sferico ™ di % (x) e v (x) & la
soluzione del problema di Dirichlet relativo all’equazione

— Ay = fF

ed al dominio Q#’, essendo QF 1a sfera di R la cui misura & mis Q e con
centro nell’origine.

La diseguaglianza (2) viene tra l'altro utilizzata in [2] per fornire delle
formule di maggiorazione con le relative migliori costanti. L’operatore diffe-

(*) Lavoro eseguito nel’ambito del GNAFA.
(**) Nella seduta del 10 marzo 1979,

(1) Data una funzione misurabile % () si chiama funzione distribuzione di u (%) la
funzione
w()=mis{r eQ:|u(x)| >1;

si definisce riordinamento descrescente di u (%) la funzione
w*(s)=infg>o0:p @) <sk

si dice pol riordinamento sferico di u (x) la funzione w¥ (x) = w* (C, |x|") dove C, & la mi-
sura della sfera di R® di raggio unitario.
Per le principali proprieth dei riordinamenti cfr. [1], [2].
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renziale e il dominio che realizzano tali migliori costanti sono I'operatore di
Laplace e una sfera.

Scopo di questa nota & di dimostrare un risultato analogo per il problema
di Dirichlet con dato omogeneo relativo ad equazioni del tipo

@ —-i ‘;;1 %; (@i (%) u‘”j) + 2_;‘1 % (bi(x) ) + ¢ () u = f (%)
(3)* —_ ; (aii <x) %xj) - g 5@ (X) Uy, + ¢ (x) 73 :f(x)

nelle ipotesi (1) e
. n
@ 2 lb@P =B

Pit1 precisamente si ha

TEOREMA 1. .Nelle ipotesi (1) e (4), se Q é un aperto di R™ di misura finita
esef(x)elP (Q)conp =2n/(n+2)sen>2,p>1sen=2, detta u(x)
la soluziome debole ® del problema di Dirichlet con dato omogeneo relativa
all’ equazione (3) si ha

(s) ut (x) <5 (@)

dove T (x) ¢ la soluzione del problema

(6) ; % —A7—B é axi ( 'ﬂj:l -) f=ﬁ= (x) in Qﬁ:%
77(;\:) =0 su QT

Posto

e =f [)_:‘ a5 (&) oy ey — 33 42) uuwi] dz,

[u[>2

procedendo come nella dimostrazione della (48) di [2] riesce
w(t)

&) —v@s|rE

dove u.(¢) & la funzione distribuzione di #(x) e f*(s) ¢ il riordinamento di f(x).

(2) Al solito per soluzione debole si intende una funzione di H}'%(Q) tale che
p (]

_}; [23; (%) 4,95, — &, (%) 1y + cup] dx = f fodx Vo e Hy 2 (Q).
7 .



196 Lincei ~ Rend. Sc. fis. mat. e nat. - Vol. LXVI - marzo 1979

Essendo (cfr. (44) di [2]):
‘(—% JﬁlDuldx)zg [~ (z)]( = J 3 i &) dx)
ful>t Iu|>t

dalla (7) si ottiene

1)

(& [Duras) s p-wen (Jf*@df—“fzb ) s )

lu|>t lul >t

D’altra parte

(- g e (3 B0

lul>t t<ul<t+h
) 1 | d
< B lim [(t + %) ———J | D dx] = —Bz‘—f|Dul dx
h—>0 Y dz
t<|ul<t+h [ul>t
e quindi
d 2
8 lul>¢ — Bz (——— [ Du dx) f *(s)ds <o.
®) s ar ) 1P 74

Essendo per la diseguaglianza isoperimetrica di De Giorgi [4]
wCl (D <P lx:lu@)]| > 8,

dove P ¢ il perimetro nel senso di De Giorgi, e dalla formula di Fleming e

Rishel [3]
+o0
leuldx=fP{x: le (x)| > E} d§

Jul>¢ ¢

si ricava:

o< nCl*p (' < — % f |Da| dx;
lui>t
da qui e dalla (8) segue anche
)
— Bz (nC" . (1)1 — f FAds<o
0

(HClm ()2
[—u @]
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e quindi
o)

2 o O+ e T DL (o0,

nC:.L/ﬂ (t)l 1/n ZC:,/% ‘J, (t)2—2/'n ;

integrando tra o e # e tenendo conto che #* (u (s)) = s si ricava:

mis Q misQ r

< _TBI/; f w* (r) 711l dy _|_ 2/ frzﬂ/n dr {f* (sHds";
7

@) 0

in definitiva si ha
misQ)

) (s = v (5) < n(];/" J- i () rHin dy -

misQ

+ - 2c2’"f —2+2/ndrff (") ds" = o7 ().

Costruiamo adesso la successione {v; (¥)} ponendo

mis Q misQ

00 %) =2 [ ()7 i [ ar f £ ds's

”n n n
Cplzl Cpla

si ha facilmente dalla (9) e dalla (10)

N

% (%) Svpa () in QF

Faremo vedere che la successione {v; (x)} converge in L2 ad una funzione
¥ (x); passando allora al limite nella (10) si ha

misQ
7y B % —. n n *
7 (x) = o f‘v () r1t1in dy —|— 2/n fr—%z/ drff () ds.
Calal™ Calal”

E facile controllare che & () & soluzione del problema (6) ed inoltre sussiste
la (5) per la crescenza della successione {v; (x)}.

Per dimostrare che la successione {v; (x)} converge in L? osserviamo che
dalla (10) segue:’

d
(D) Dol = g o () = B9 f 4 (s) ds

dove si & posto

23 (p) = v (%) se p=|x]|.
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Dalla (11) segue

o 2 00
f P-T d p — B2 f P-—f
(1} 0

Applicando al secondo membro di quest’ultima la-diseguaglianza di Hardy ®
(cfr. teor. 330 di [1]) si ottiene:

o0 2 2 [o]
S 2 d
fp" dp < B2 (l_r:}—l') JP"‘P—EP— (V6 — v4—)
0 [1}

2 s 2/n >
. 2 mlsQ) f_'
SB' (I?‘—I]) ( C, °
0

Iterando il procedimento si ha

-

<[22 (22) T ([ i)

Scegliamo » < 1 in modo tale che {2 B (mis Q/C)"™/j» — 1] < 1; allora

2

de.

d ‘
dp (Vkr — %)

d
f &7 @ V) e
: .

2
do <

d
a (Vg1 —op)

2

de.

d
do (V% — V)

d 2 1
&b (Vg1 — vp) dP) <

la successione {—~— vk} converge nello spazio per cui & finita la norma

de
o0
2 3
[{p—r dp] .
0

Applicémdo ancora la diseguaglianza di Hardy si ha:

x> 200
2
—r—2 —_— 2 JE— -
[ortiom—utar < (-257) [ o
0 0

quindi la successione {v;} converge nello spazio per cui & finita la norma

(47

dp

dp

d .
3 (Vien — %)

oo

i
[ f _— mlzdp] .
: 0

(3) Se p>1 ed » < 1 riesce:

o] [ o0

'/x" (ff(t) dt)”dx < (Tr—_-{_—l-l—):fx"(xf)f’dx.

[1] x
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Per la (11) anche {di z;,,} coﬁverge in tale spazio; cosi procedendo si dimo-
' %

d . S a1
stra che {—— v;; converge nello spazio per cui & finita la norma

dp
(o] d 2 *
on | 4
U |dp 7F| °F

per ogni intero 2 > o; scelti » ed /4 in modo tale che sia —» —2%4=12%—1
si ottiene che la successione {v;} converge in Hy® Da qui I'asserto.

Osserviamo che dal teorema 1 discende che il problema (6) ¢ il « peggior
problema» nella classe dei problemi di Dirichlet con dato omogeneo per
equazioni del tipo (3) verificanti le ipotesi.(1) e (4); con cid intendiamo dire
che in formule di maggiorazione del tipo \

lelx <Clfllv

dove X e Y sono spazi tipo L” o pil in generale tipo Lorentz, la migliore

costante ¢ raggiunta in corrispondenza del problema (6).
Vogliamo mostrare adesso che

TEOREMA 2. 17 « peggior problemar nella classe dei problemi di Dirichlet
con dato al bordo nullo relativi ad equazioni del tipo (3)* verificanti le ipo-
tesi (1) e (4) in un dominio Q limitato di R* & il problema duale di (6) e cioé

n
X:
S~Azx+B iy p=gt in QF
v+B 3 o] 2 =€ _
? =0 . su 2Q*
Tale dimostrazione si consegue con ragionamenti di dualiti.
Infatti detti X e X', Y e Y’ coppie di spazi di tipo I” o di tipo Lorentz

tali che X’ sia il duale di X o viceversa ed Y’ sia il duale di Y o vice-
versa si ha:

uunx) _ 2y
(13) P (5‘}‘9 7l ) ~ %P _(S‘jp “g”x')

(12)

[N

e cid consegue dal fatto che l'operatore di Green del problema (3)* & lo
aggiunto funzionale dell'operatore di Green del problema (3); con una
osservazione analoga relativa ai problemi (6) e (12), dalla (13) e dal teo-
rema I segue:

lzlly I15lx \ / lleellx | ol \ .
P el TP ( ||fllv) =S (S‘}p llfllv) =P (S‘Jp _Hgllx_f)

e quindi l'asserto.
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Osserviamo per finire che il problema (12) si pud facilmente studiare
dal punto di vista delle migliori costanti giacché la sua soluzione si scrive
esplicitamente in forma molto semplice avendosi:

mis€2 r
P

I 242 ! -~
z(x) = EC j?’ B3 BUICT 4y J Fr(s)e BUlCa g
n

- Cylal® 0
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