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RENDICONTI
DELLE SEDUTE

DELLA ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

Classe di Scienze fìsiche, matematiche e naturali

Seduta del io  febbraio J979 

Presiede i l  Presidente della Classe A ntonio Carrelli

SEZIONE I
(Matematica, meccanica, astronomìa, geodesia e geofisica)

A lg e b r a .  — Sui gruppi 7,-sequenziabili. Nota di A nna Maria 
Pagliuca Raugei e S andra T ucci S carselli, presentata <*> dal 
Socio G. Z appa.

SUMMARY. — A finite group is calle Z-sequenceable if its non-identity elements can be 
listed xx , x2 , • • •, xn so that xi+1 =  xi+1 x$ for i  =  I , 2 , • • •, n — 1. Various conditions 
are determined for a group G to be Z-sequenceable. Moreover several well known classes 
of groups which satisfy such conditions are found out.

Un grafo non orientato <3 è una coppia costituita da un insieme G e da 
una relazione simmetrica p di G in sè. Gli elementi di G si dicono vertici e 
due vertici si dicono adiacenti (o collegati da uno spigolo) se sono in relazione p. 
Un cammino in 3  da « a » a « b » è una sequenza a =  x 0 , x1 , • • •, xn — b di 
punti di G tali che valga p x i+1 per ogni i  =  o , 1 ,• • •, n — 1. Se G è un 
gruppo e si considera la relazione p così definita: V ^ , y e G è  xpy <==» xy — y x , 
la coppia (G , p) costituisce un grafo non orientato T (G).

Sullo studio di r  (G) vi sono vari lavori fra cui i seguenti: Nakanishi 
([4]) considera classi di gruppi per cui T (G) è connesso (cioè tale che per 
ogni coppia di vertici di T (G) esista almeno un cammino che li colleghi) e 
prova che T (Sn) per n >  3 è connesso se e solo se nè n nè n — 1 sono primi. 
Gordon ([3]) e Friedlander ([1]), studiano problemi sui quadrati latini, trovano 
sequenze di gruppi che possono essere interpretate come commini Hamil- 
toniani (cioè passanti una sola volta per ogni vertice del cammino stesso). 
Se il gruppo G è finito o numerabile, resistenza di un cammino Hamiltoniano

(*) Nella seduta del io febbraio 1979.

7. — RENDICONTI 1979, vol. LXVI, fase. 2.
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in T (G) è equivalente all’esistenza di una sequenza {xj} di elementi di G diver
si dall’identità tali che ^  x i+1 =  x i+1 x i per ogni i =  1 , • • •, n — 1 . G si 
dice fortemente Z-sequenziabile se in T (G) esiste un circuito Hamiltoniano 
che passi per tutti gli elementi di G.

Miller e Friedlander ([1]) determinano varie condizioni su G in modo 
che F (G) possieda cammini e circuiti di Hamilton e di Eulero (che percorrono 
cioè una sola volta ogni spigolo). In particolare provano la non Z-sequenzia- 
bilità di Sn per n >  3 e di A n per n >  4 e dimostrano il seguente teorema 
« Se I G/Z (G) I <  I Z (G) | allora G è fortemente T-sequenziabile, mentre se 
(I G/Z (G) I- — 1) <  I Z (G) I, G è X-sequenziabile)). La condizione di Miller 
e Friedlander non è comunque necessaria, come si vede considerando S3 xZ 4.

Nel nostro lavoro troviamo varie condizioni necessarie e sufficienti per 
la Z-sequenziabilità dei gruppi finiti, che estendono i risultati esistenti. Tali 
condizioni risultano verificate da vaste classi di gruppi.

In tutto il lavoro con gruppo intendiamo sempre un gruppo finito.

i.

D efinizione. Sia G un gruppo; un sottogruppo proprio H di G si dice un 
CC-sottogruppo di G se Wh e H e h f=- I è Cg (fi) H. Un CC-sottogruppo 
H di G si dice un CCTsottogruppo se \/x e G, si ha f f f ì  H =  (1) 
Ö H*OH =  H.

TEOREMA i. Se G è un gruppo che contiene un CC-sottogruppo H , allora 
G non è X—sequenziabile.

Dimostrazione. Per assurdo supponiamo che G sia Z-sequenziabile e
sia a una sua Z-sequenza. Sia h , il primo elemento del CC-sottogruppo H 
che compare in cr. Non essendo hx permutabile con nessun elemento di G che 
non sia in H, f i  dovrà essere proprio il primo elemento di a. Sia ora g  il primo 
elemento di a che non sia in H; per definizione di Z-sequenza g  dovrà essere 
permutabile con l’elemento hr e H  che lo precede in cr. Dunque ^  e Cq (^r) 
e g $  H contro l’ipotesi che H sia un CC-sottogruppo di G.

Corollario I.

a) /  gruppi di Frobenius contengono CCT-sottogruppi e quindi non 
sono X—sequenziabili.

b) /  seguenti gruppi semplici, contengono CCT sottogruppi, non sono 
X-sequenziabili :

1) /  gruppi semplici di Suzuki
2) A n con n — p  , n  =  p  +  1 ovvero n — p  +  2 con p  primo
3) PSL (p , q) con p  , q prim i
4) Tutti i gruppi sporadici al Luglio 1974
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5) I  gruppi semplici elencati da Ree
6) /  gruppi semplici di Lee tipo E6 , E8 , G2, F4 in caratteristica

dispari
c) I  gruppi con n o n  —■ i prim i contengono CC-sottogruppi e quindi

non sono L-sequenziabili.

Dimostrazione. Il punto a) segue dalla definizione di gruppo di Fro- 
benius. Il punto b) segue da ([5]). Per quanto riguarda c), sia n primo, allora 
Sn contiene la permutazione (1 , 2 , • • - , n) che genera un sottogruppo ciclico 
di ordine primo, CC-sottogruppo di Sn. Se n — 1 è primo, il CC-sottogruppo 
di Sn è quello generato dalla permutazione (1 , 2 , • • •, n — 1).

2.

Teorema 2. Dato un gruppo G, sia n il numero minimo di sottogruppi 
abeliani massimali che lo esauriscono. Condizione sufficiente affinchè G sia 
L-sequenziabile è che | Z (G) | >  n. Condizione sufficiente affinchè G sia 
fortemente L-sequenziabile è che | Z (G) | >  n.

Dimostrazione. Siano Ax, A2, • • •, A n i sottogruppi abeliani massimali 
di G del Teorema e sia m =  | Z (G) | >  n. Poniamo

B, =  Ax —■ Z (G)

B̂ . =  A j — A j H per j  =  2 , • • •, n .

Osserviamo che UZ(G) -  G.

Una Z-sequenza di G si costruisce intercalando i blocchi di elementi di 
G appartenenti ai vari con un elemento di Z (G) diverso dalla identità. 
Ne segue che la Z-sequenza di G esiste quando | Z (G) | >  n. Se | Z (G) | >  ny 
allora G è fortemente Z-sequenziabile.

Osservazione i . Un gruppo finito può essere esaurito da un sottoin
sieme proprio dell’insieme dei suoi sottogruppi abeliani massimali; per esem
pio in S4 il sottogruppo abeliano massimale

H =  {(12) (34) ; (13) (24) ; (14) (23) ; 1} c  (J Q{
ÌF=1

ove i sono i sottogruppi abeliani massimali ciclici di ordine 4. Quindi H 
si può eliminare da una copertura di G, mediante abeliani massimali.

OSSERVAZIONE 2. La condizione del Teorema 2 è effettivamente solo 
sufficiente. Si hanno infatti esempi di gruppi Z-sequenziabili il cui centro 
ha ordine minore del numero minimo di abeliani massimali che esauriscono G.
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Per esempio S4xZ5 (il cui centro è Z5 e che è esaurito da un minimo di io 
sottogruppi massimali abeliani) è Z-sequenziabile pur non soddisfacendo le 
ipotesi del Teorema 2.

Il seguente corollario al Teorema 2 è utile quando si conosce la struttura 
di G/Z (G).

COROLLARIO 2. Condizione sufficiente affinchè un gruppo G sia X-sequen- 
ziabile è che | Z (G) | >  m y ove m è il numero dei sottogruppi ciclici massimali 
di G/Z (G). Se | Z (G) | >  m ì allora G è fortemente X-sequenziabile.

Dimostrazione. Siano H4/Z (G) , H2/Z (G) , • • •, Hm/Z (G) i sottogruppi
m

ciclici massimali di G/Z (G); allora (J [H JZ (G)] copre G/Z (G). Si ha che
m i —1
U h  i copre G. Ciascun H^, essendo abeliano, sarà contenuto in un sottogruppo

abeliano massimale A iy di G. Otteniamo così m (con m <  ni) sottogruppi 
A1,-* ',A wa, abeliani massimali che esauriscono G. Supponendo quindi 
I Z (G) I ">m(]X (G) I >  ni) restano verificate le ipotesi del Teorema 2, per 
cui G risulta Z-sequenziabile (fortemente Z-sequenziabile).

Una condizione anche necessaria è data dal seguente

Teorema 3. Siano At , A2, * • - , A n tutti i sottogruppi abeliani massimali 
di un gruppo G. Se per ogni i , j  con i , j  =  1,2 , • • •, n e i f i  j  si ha A i D A j =  
=  Z (G), allora condizione necessaria e sufficiente affinchè G sia X-sequen- 
ziabile (%fortemente X-sequenziabilè) è che \ X (G) [ >  n (| Z (G) | >  ri).

Dimostrazione. La condizione posta è sufficiente per il Teorema 2. Sup
poniamo che G sia Z-sequenziabile e proviamo che j Z (G) | >; n. Notiamo 
che, nelle ipotesi di questo Teorema, non possono essere permutabili elementi 
appartenenti, rispettivamente, ad Ai — Z (G) e A j — Z (G) per i j ;  infatti, 
se esistessero ai e Ai Z (G) e a$ eA^ — Z (G) tali che ai aj =  aj a i, il sotto
gruppo {di, a f , essendo abeliano, sarebbe contenuto in un abeliano massi
male A k (con k i , j )  e quindi A^DA^. conterebbe il sottogruppo (a^ con 
ai $ X (G), contro l’ipotesi.

Consideriamo ora una Z-sequenza di G, <7 =  ax , a2 , • * -, am. Sia ai il 
primo elemento di G, tale che $ Z (G); allora ài e A j — Z (G) per un j  
opportuno. Sia ar il primo elemento di a, successivo ad aiy tale che ar $ A j — 
— Z (G); deve allora essere necessariamente ar e Z (G). Se as è il primo ele
mento di <7, successivo ad ar , che non appartenga a Z (G), allora as e A k — Z (G) 
per un k opportuno. Così continuando si osserva che a è costituita da blocchi 
di elementi di G, appartenenti ai vari A* — Z (G) intervallati da almeno un 
elemento di Z (G). Ne segue che l’ordine minimo di Z (G) necessario per poter 
costruire una Z-sequenza di G è proprio n.

D efin iz ion e. S i dice ceto di un gruppo G, il numero delle classi di equi
valenza rispetto alla relazione cosi definita: Ma, b e G è a ^ b  <==> Cq (fi) =  Cq (fi). 
Tali classi si dicono sistemi fondamentali di G.
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COROLLARIO 3. Sia G un gruppo di ceto 4, allora G è Z-sequenziabile 
(fortemente) se | Z (G) | >  3 (| Z (G) [ >  3).

Dimostrazione. In base al Teorema di Scorza ([6], Teor. V, 14,1) G viene 
ad essere esaurito da 3 sottogruppi abeliani massimali Hx, H2, H3 ove

H2 — H2n  H3 =  Hxr) H3 =  Z (G) e G/Z (G) ~ Q ove Q è il gruppo 
quadrinomio. Segue la tesi.

Osservazione 3. Nelle ipotesi del Teorema 3, cioè quando A$nA.,- =  
=  Z (G) Vi , j  =  i , • • - , n e ' i ^ j ,  gli A t risultano tutti essenziali per otte
nere una copertura di G; perciò, in questo caso, n coincide con il minimo 
numero di abeliani massimali che esauriscono G. Ne segue, per il Corollario 2, 
che, detto m il numero dei ciclici massimali di G/Z (G), è m >  n.

Esaminiamo il caso in cui m =  n. Siano Ax, • • •, A n i sottogruppi abe
liani massimali di G e HJZ (G) , • • •, H JZ  (G) i sottogruppi ciclici massimali 
di G/Z (G).

Proposizione i . Se A,- DA,- =  Z (G) V i , j , ij=- j , /, j  =  1 allora
AJZ (G) =. HJZ (G) per ogni i =  1 , • • - , n.

Dimostrazione, , Evidentemente AJZ (G) , A2/Z (G) , • • •, A J Z  (G) costi
tuiscono una partizione di G/Z (G). Inoltre ogni AJZ (G) contiene almeno un 
sottogruppo ciclico massimale di G/Z (G). Infatti supponiamo per assurdo 
che Ai IZ (G) contenga un sottogruppo ciclico (Z (G)^) massimale di A JZ (G) 
che non sia ciclico massimale in G/Z (G). Allora (Z (G) g j  sarà contenuto 
in un ciclico massimale di G/Z (G) il cui generatore sia (Z(G)gJ.  Sia H ?- la 
retroimmagine di (Z (G)^) nell’omomorfismo naturale di G su G/Z (G). H7- è 
abeliano ed è quindi contenuto in un abeliano massimale Â- per j  7  ̂ iy per 
cui si avrebbe A^D Â  => Z (G) contro l’ipotesi. D’altra parte i ciclici massimali 
di G/Z (G) sono in numero uguale agli abeliani massimali di G, per ipotesi, 
dunque ogni AJZ (G) contiene esattamente un ciclico massimale /Z (G) di 
G/Z (G). Chiaramente se AJZ '(G) O AJZ (G) == (1), è anche HJZ(G)D 
O HJZ (G) =  (1). Dunque gli H JZ (G) danno una partizione di G/Z (G).

Segue che G/Z (G) =  (J [H;/z (G)] £  (J [AJZ (G)] =  G/Z (G). Onde
i = 1 i = 1

AJZ (G) =  H JZ (G) per ogni i =  1 , • • - , n.
Si noti che, in questo caso, non sono permutabili due elementi hi e — 

— Z(G) e h j e H j  —  Z (G).
Viceversa vale anche la seguente

Proposizione 2. Se Vi J  , i 7  ̂j  , ì J  =  1 , • • •, n> si ha H JZ (G) D
O H JZ (G) =  (1), e inoltre, se comunque si scelgano hx e H { — Z (G) e 
hj e Hj — Z (G), è sempre h{ h$ 7  ̂h$ hiy allora si ha =  A  ̂ per ogni i.

D imostrazione. GH H JZ (G) costituiscono una partizione di G/Z (G) 
in sottogruppi ciclici, dunque le retroimmagini H { degli HJZ (G) nell’omo
morfismo naturale di G su G/Z (G), sono n sottogruppi abeliani di G, tutti
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necessari ad esaurirlo ed inoltre tali che Ĥ - — Z -(G) per i , j  — 1 , • • - , n, 
i yS- j .  Se per un certo i , non fosse un abeliano massimale di G, sarebbe 
contenuto propriamente in un abeliano massimale A i di G. Dunque esiste
rebbe un Xj G.Aì e Xj$ H* (e quindi x-j $ Z (G)). Poiché gli coprono tutto 
G , xj dovrà appartenere ad un certo Ĥ- —■ Z (G) con j  ^  i. Ma => (H^ , x>) 
onde (Hi ì xj) è abeliano, contro l’ipotesi che non sono permutabili elementi 
di H* — Z(G) e H, — Z(G) per i ^ L j .
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