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Teorie relativistiche. —  Sur Vexistence et Vunicité du problème 
de Cauchy pour un fluide relativiste chargé et conducteur de chaleur. 
Nota<*) di S ebastiano G iambò e A ntonio G reco, presentata dal 
Socio D. G ra ffi.

R iassunto. — Si dimostra il carattere iperbolico non stretto, nel senso di Leray-Chya, 
del sistema della magnetoidrodinamica relativistica per un fluido conduttore del calore con 
conduttività infinita. Di conseguenza resta provato, in una opportuna classe di Gevrey, il 
teorema di esistenza e unicità della soluzione del problema di Cauchy per il predetto sistema.

I. Les EQUATIONS DU CHAMP

U n fluide relativiste chargé conducteur de chaleur, de perméabilité 
magnétique p. et de conductivité infinie, est décrit par le tenseur énergie- 
impulsion fi]

Taß =  (rf +  [ih2) «“ « * — |  ) / 22j f *  — h \

où r  est la densité propre de matière correspondant au nombre spécifique 
de particules, /  est l’indice du fluide, p  la pression, u * le vecteur vitesse 
unitaire: ua ua = i ,  ha le vecteur champ magnétique purement spatiale: 
ua =  o, et Ä2 .=  — ka ha > o.

Les équations du champ sont données par les équations de conserva
tion de T énergie-impulsion

(0  VaT“P =  0 ,

Va étant la dérivation covariante par rapport à la métrique donnée 
l’équation de conservation du vecteur courant de chaleur

(2) Va (g* U +  9*) =  O , q* ua =  O ,

où q* u" et q* sont respectivement le courant de chaleur de convection et 
le courant de chaleur de conduction; l’équation de conservation de la densité 
matérielle propre « totale »

(3) V« (7\ua) =  o , 7) =  r  +  q* ;

les équations de Maxwell, qui dans les conditions considérées s’écrivent

(4) V« («*AP — *PÂ") =  0 .

(*) Pervenuta all’Accademia l’i settembre 1978.
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Les variables thermodynamiques sont liées par la relation 

rT  dS =  r d f  — dp — ** ^  ~  ^  dìi

où T et S désignent respectivement la température propre et T entropie spé
cifique du fluide, et, par la suite, r  , T et it seront prises comme variables 
thermodynamiques indépendantes. On complete le système d’évolution en 
ajoutant la loi de conduction de la chaleur [2]:

(5) Çoc “h X^ Oß !?a Ç$) “F* [Vß (Tu*) Va (T^ß)]

où x et k  sont des coefficients positifs.
Des équations écrites on peut déduire, de façon usuelle, l’équation ther

modynamique

(6) rY u  3a S +  /V a  “  o

et le système aux lignes de courant

(7) 0 /  +  f^2) «° Va U* — Ya$ 3« [ /  +  (A --------------- +

+  [LU* U P Vo ^a Va $  Va ^  =  O

avec y«ß aß ■U U

Le système d ’évolution est équivalent au système constitué par les équa
tions (2), (3), (4), (5), (6) et (7) dans les inconnues u* , , ç*, r , T et q*\
que on appelera système (S).

2. Caractère quasi- linéaire de (S)

On suppose dans la suite vérifiées les hypothèses thermodynamiques 
suivantes

(8) P — P KP > k*) > X^t >  kpr > rTST >  p T

OÙ p == T ̂ U a U p .

Dans la métrique donnée le système (S) est quasi-linéaire pour le choix 
suivant des indices de Leray [3]:

m (u*) =  m (ha) =  m  (ya) =  m (r) =  m  (T) =  m  (y*) =  1

2) — n (3) =  n (4) =  n (5) =  n (6) =  n (7) =  o

où les nombres en parenthèse se rapportent évidemment aux équations cor
respondantes. La partie principale de (S), d ’ordre 2  m h — 2  n 5 =  1S est 
donnée par & j

p  CO =  [Po (Z)]5 [Pi W]2 [Pt (0] [Pa COI
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avec
Po (/) =  «“ 4

Pi (0 =  (rf +  fx/fc2) («“ 4)2 - 1* (Aa 4)2

p2 (/) =  (xpT— kp'r) {u*iaf  +  k p \r u

Ps (0 =  r f  (rTSr — ̂ ) '  («“ 4)3 4 +

+  {(PfPi +  l-irTA2 St) («“ 4 )2 — (4* 4 )*} 4  •

L ’équation P (/) == o avec la =  dcp/dx* détermine les variétés caractéristiques 
du système (S), d ’équations locales 9 (xa) — o, qui sont:

-  les ondes materielles, solution de P 0 (<pa) =  o;

-  les ondes d ’Alfvén, solutions de Pj (cpa) =  o;

-  les ondes thermiques, solutions de P2 (9«) =  0;

-  les ondes magnétohydrodynamiques, solutions de P 3 (9«) =  o.

En se rappelant des ondes gravitationnelles données par G (9«) =  
=  g*^ 9a 9ß =  o, il est facile de voir que, sous les hypothèses thermodyna
miques (8):

I) les variétés caractéristiques sont orientées dans le temps;
II) les operateurs différentiels qui leur sont associés, ainsi que les 

produits de ceux associés respectivement à P 0 et P2, à P 0 et P 3 
sont hyperboliques stricts.

3. C aractère hyperbolique n on -str ict de (S)

Le système (S) est hyperbolique non-strict au sense de Leray, comme 
on peut le verifier en appliquant le critère de M. Y. Choquet [4]:

a) le polynôme caractéristique P (J) est produit de t =  9 polynômes 
hyperboliques stricts:

C1(/) =  C2(/) =  C3(/) =  P 0(/) , C4-(/) =  C5(/j =  A ( / ) f

C6(Z )= C 7(/) =  B (/) , Cs(/) =  P 0( /)P 2(/) , C9( / ) - P 0( / ) P 3(/)

avec

A  (/) =  oma 4  +  h* 4  , B (/) =  v u  4  — h* 4  , <ù =  [(rf +  |XÂ2) yr1]1'* ;

b) les cônes définis par Q  (/) =  o (/ =  i 9) contiennent dans 
leur intérieur le cône fondamental G;

c) si d,$ est le degré de Q  (/), alors sup d̂  =  5 >  sup m k — inf n$ =
% h j

I.
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Les données de Cauchy sur une hypersurface 2  d ’équation locale x° =  o 
sont pour le système (S)

{ua, h*, qx, r  , T , ç*}x0=o ■

Si les donées de Cauchy appartiennent à la classe de Gevrey d ’indice

oc — ------- =  , le système (S) admet une solution unique dans la classe
t —  I O

de Gevrey de même indice, dont le domaine d ’influence est le cône fonda
mentale G de la métrique.

4. R éduction de l’indice

D ’après [4], si tous les mineurs des éléments du déterminant P contien
nent en facteur un même polynôme /  (/), on peut obtenir pour le système (S) 
une forme diagonale simplifiée. Si le polynôme

p (/)  =

est produit de /' facteurs hyperboliques stricts, le système admet une solu-
t'

tion unique dans la classe de Gevrey d’indice oc' =  —r---- — .

Pour le système (S), un calcul directe permet d ’établir que tous les 
mineurs de P contiennent en facteur Pj (/) Pr (/). On obtient ainsi

p (/) =  Pi (/) p ; (/) p ;
avec

Pi(/) =  P o (0 P a (0  > - P i ( 0 = A  (/) , P3 (J) =  B (/) , P4 =  P2(/),

où les t' — 4 facteurs P  ̂ (/) (i — 1 , • • •, 4) sont des polynômes hyperboliques 
stricts. Les conditions du critère d ’hyperbolicité non-stricte sont encore 
vérifiées étant sup d$ =  5 >  sup m h — inf n ' j=  1.

i  k j

En conclusion on peut affirmer que, sous les hypothèses therm odyna
miques (8), le système (S) est physiquement équivalent à un système hyper
bolique non-strict admettant, relativement au problème de Cauchy, une 
solution unique dans la classe de Gevrey d ’indice a ' =  (4/3).
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