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Meccanica. — Un problema di contatto tra membrane. Nota
di RarrarLE Toscano ™ e ALpo MAcERI ¢, presentata dal Corrisp.
E. Giancreco.

RESUME. — Deux membranes planes et paralléles d’égale forme, fixées aux bords
et également tendues, sont chargées transversalement. Il s’agit d’un probléme de contact
unilateral qui équivaut & une inéquation variationnelle formulée dans un convenable espace
de Sobolev. On donne les propriétés qualitatives de la solution.

L’analisi statica delle membrane sottili & da tempo di precipuo interesse
per l'ingegneria meccanica e, pili recentemente, per la bioingegneria. In tale
ambito, alle indagini nel campo dei grandi spostamenti cominciano ad affian-
carsi quelle relative a problemi di contatto.

Viene qui esaminato il sistema costituito da due membrane sottili piane,
di forma uguale e mutuamente traslate della quantita 8 > o nella direzione 2
ortogonale al loro piano, ciascuna sottoposta ad un carico distribuito di
asse zf; (¢ =1, 2), positivo secondo #, che si suppone di quadrato somma-
bile. Le membrane occupano una porzione di piano limitata Q ed i punti
del loro contorno sono vincolati; inoltre esse sono sottoposte ad un tiro
uniforme per unitd di lunghezza, . Denotiamo con #; e con #, gli sposta-
menti verticali della membrana superiore e di quella inferiore rispettivamente,
positivi nel verso di &; sicché da un lato deve risultare #;, + 8 > %, su £,
dall’altro #; = #, = o sulla frontiera di Q. Ammettiamo infine di essere nel
campo dei piccoli spostamenti (il che impone che 3 sia piccolo) e che nella
zona di contatto lo sforzo di reazione tra le membrane abbia asse z. In queste
ipotesi, & noto dalla teoria degli involucri sottili [1], [2] che in ciascuna
membrana persiste un tiro uniforme @; nella zona in cui non c’¢ contatto
risulta @A, u, = — f; e adyu, = — f,, con A, = i + = . Evidente-

) 2
%7 %Xy

mente, nella zona di contatto deve aversi alyu,+ f,=0 e aldyu; -
tabyrs=—hH—1 .

Cosi, il problema ¢ quello di determinare una funzione vettoriale (%, , %,)
tale che:

w8 =>u, su Q, @+ 3> u) = @hu, =—f ¢ adju, =—fy),
(y+ 8 =m) = (@bdyuy -+ fy =0 e abyuy-tabyuy=—f—fo).

(*) Pervenuta all’Accademia il 5 agosto 1978.
(*%) Istituto di Matematica della Facoltd di Ingegneria di Napoli.
(**¥) Istituto di Scienza delle Costruzioni della Facoltd di Ingegneria di Napoli.
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Lo studio viene eseguito, pili in generale, per un aperto Q di R™ e per un
operatore differenziale A del secondo ordine uniformemente ellittico. I risul-
tati che si sono ottenuti si riferiscono, per » = 2 ed A = — al,, al problema
proposto; per z =1 ed A= —a %, invece, all’analogo problema di con-
tatto unilaterale tra funi. Com’é naturale, cercheremo la soluzione nello
spazio (Hp (Q)N H2(Q)2. Nel N. 1, introdotti i simboli, si dimostra (Teo-
rema 1), che il problema equivale ad una disequazione variazionale. Nel N. 2
viene dimostrata l'esistenza e l'unicitd della soluzione (Teorema 2). Il pro-
cedimento seguito per dimostrare l'esistenza consente anche di stabilire un
risultato di regolaritd per la soluzione, che viene poi migliorato (Teorema 3).
Nel N. 3, stabilito un teorema di dipendenza continua della: soluzione dai

dati (Teorema 4), viene evidenziata qualche proprietd dell'insieme di con-
tatto (Teorema 3 e Teorema 6).

1. Siano: £ un aperto limitato e connesso di R® di classe C% A =
n .
2 2 = . .
= — .Zij— (aij (x) - ), con ;€ Cl(Q), un operatore differenziale del
1 axi ax]

secondo ordine uniformemente ellittico, f; e f; elementi di L?(Q), 3 un
numero reale non negativo. Posto H = Hg (Q)N H2 (Q) ¥, consideriamo il
problema:

Trovare (#,,u,) € HXH tale che:
sul—[~82u2 q.0. su Q
(1) |t d3>u)=>Au,=f e Auy=f)
L TS =u) = (fo—Auy, >0 e Awu+ Au,=fi + fo).

Per eseguirne lo studio, rileviamo che K = {(v; ,v,) e HX H |9, + § > v,
q.o. su Q} ¢ un sottoinsieme chiuso, convesso e non vuoto di Hx H e
proviamo anzitutto che il problema (1) equivale alla disequazione varia-
zionale:

(2) (g )€ K: f [(vy — 2,) Aney + (vy — 25) Any] dx >
Q

> [l —whtoe—wAlde Vo, weK.
Q

TEOREMA 1. Qualungue sia (uy,u,) elemento di H X H, le proposizioni
seguenti sono equivalenti:

a) (o, uy) & soluzione del problema (1).

(1) Supponiamo H munito del prodotto scalare in H2 (2). Evidentemente H ed H x H
sono spazi di Hilbert.
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b) Risulta q.0. su Q:

(3 o+ =uy, ,  Augt+Auy=fi + fa,
Au,—fy <o, (Asy — f1) 0y + 3 —uy) = 0.
c) (uy,us) é soluzione della disequazione variazionale (2).

Dimostragione. Ci limitiamo a provare che c) = b), essendo evidenti
le restanti implicazioni. La prima, la seconda e la terza delle (3) sono ovvie.
Altresi ovvia ¢ la quarta delle (3) nel caso § =o0. Se 8> o, posto Vxe€ Q
§ (x) = 8, si ha anzitutto che:

4) V>0  39eCP Q)3 ox) <8 VreQ e [[¢—olrag<n.

Infatti, se {Q,} & una successione di aperti tale che Q,< Q,, VmeN,
(J Q.= Q, posto, VmeN e Vre R Up(x) =108 se z€Q, e ¢,(x) =0

meN
se x¢ Q,, e indicata, Vee Jo, dist. (Q,, 2Q)[, con @, la regolarizzata di
ordine ¢ di ¢, risulta:

CPmseCSO <Q>, , Vxe CPme:(x)SS;
lim “ P — q’m HLz(Q) =0 y lim ” q}m - ‘-I" “LZ(Q) =0,
e—>0F > Lo

da cui la (4). Questa implica l'esistenza di una successione {g,} di funzioni
appartenenti a Cg” (Q) tale che ¢,(x) <8 VxeQ e lim ¢,=1¢ in L2(Q).

n—> 400
Poiché (u, , #, + 9,) € K, per la (2) si ha {(Au2 — fo) (#y + @, —2y) dx > 0.
Q
Per n — + o0, ne segue che {(Auz — fo) (@ + 8 —u,)dx =0 e di qui,
Q
tenuto conto della terza e della seconda delle (3), gia acquisite, si trae

che (Aw, — f}) (y + 8 —#,) = 0 q.0. su Q.

2. Dimostriamo ora:

TEOREMA 2. La disequazione variazionale (2) (ovvero il problema (1))
ammette soluzione unica, u = (u, , u,), la quale appartiene ad H*? (Q)x H*? (Q)
(p =2) se f, ed fo sono in 1F (D). Inoltre esiste una costante ¢ (Q) tale che:

per h=1,2 |luplluree <c(Q) (1A lue + 1l fellaw) -

2\

Dimostrazione. L'unicitd della soluzione & conseguenza dell’ellitticita
uniforme di A. Allo scopo di provarne UDesistenza, osserviamo che
K' = {(v;,7) e Ho (Q X Hy (Q) |9, + 8§ =2, qo. su Q} & un sottoinsieme
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chiuso, convesso e non vuoto di Hp (Q) x Hp (Q) e poniamo,

Vo = (uy, u) e Ho (X Hy (Q) e Vo= (v, v) e Hy (Q)x Hp (Q),

a(u,v)zgij/ aij(aul % +«a~u—2%) dx e (L,W)=j<vlf1+vzfz>dx'
Q o)

Bx, axi 390'] Z‘)xi

Consideriamo quindi la disequazione variazionale:
(5) nweK':a(w,v—u)y>(L,v—u) Voe K’.

Poiché la forma bilineare « (#,v) & continua e coercitiva ed L. H-1(Q) @,
la (5) ammette soluzione unica, che denotiamo con % = (u, , #,). Vogliamo
mostrare che # ¢ soluzione della disequazione variazionale (2). Evidente-
mente, per stabilire cid, basta far vedere che » € H X H. Orbene proveremo
che, se £, ed f, sono in L* (Q) (p > 2), allora z € H>? (Q) x H*?(Q). Poniamo
dunque, V¢efo, + oo[, o) =1 ¢, Vwel’(Q),](w)=|w[P?w, sicché
J & T'applicazione di dualita tra 1P (Q) ed L? (Q)(1/p + 1/p' = 1) relativa
a ¢. Utilizzando un noto teorema di Hartman-Stampacchia [2], [5], si
verifica facilmente che:

Per (4,k)e{(1,2),(2,1)} e Ve >o0 esiste un elemento 1, di
Hg (Q) 0 H*? (Q) tale che:

©) Aty — fr + ] (ﬂ;u—h) =0 qo. suf.
Mostriamo che:
(7) (%1 ’ %23) € Kl .’ (ulE ) %2> € KI .
Circa la prima delle (7), posto
23c == max {#se — 0 — 2y, 0], Qo = {x € Q| w9, (%) — 8 — 2y (x) =0}, si

ha 2 € Hg (Q); inoltre, essendo (s, + 2s , #,) elemento di K’,

" .

< d24y 02

';m-/ Qg —~ 2.5 dx > | 2z fidx.
o o

o — . .
Pertanto, tenuto conto della (6), ( 29 J71 (—25———2) dx < 0 e cid, essendo
. ~ €

Y

Qoe

J? (23—5—1) =0 su . (in quanto su Q. #a. = 2, + & = u,), implica

(2) H (Q) denota il duale di Hj (Q).
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Uoe — 2 -
—E—i) =0 su (. Ne segue 2;,=0 q.0. su s, e quindi la

Z9e J 71 (

prima delle (7), non appena si osservi che, per quasi tutti i punti x € Q,,,

€

(J”‘ (—Z‘%T—%z—) (%) = 0) = (sas () = 12 (%) S o1 (2) + §).

Circa la seconda delle (7), basta porre
Z1e = max {1y — & — %4, 0} , Qle'z {xeQ]uy(x) — 8 — w1 (x) = 0}

e ripetere un ragionamento analogo. Sfruttando il fatto che (%, , #,) & solu-
zione della (5), tenendo conto delle (7) e delle proprietd della applicazione
di dualitd, si perviene alla relazione:

) | Astne — frlluzey < || fo— fillLzey -

Dalla (8), in virth dell’ellitticitd uniforme di A e di una nota formula di
maggiorazione {3], si trae:

©) | 2tae llzemey < ¢ (Il full @ + [ e llaey) » con e = c (D).

Sia ora {z,} una successione infinitesima di numeri positivi. Poiché, per

la (9):
(10) [l 22ne,, 2w 0y << ¢ (Q) (Il A llezey + | Aalleocon)

¢ possibile estrarre dalla {u.,} una successione, che indichiamo con lo stesso

. . 2,

simbolo, debolmente convergente in H*” (Q) verso un elemento «,. Pertanto,
. . . 2, . . . .

essendo 'immersione di H””(Q) in L¥' (Q) compatta, e risultando, in virtil

delle (6) e (8), lim | zpe, — 24 ll;'@ = O, si ottiene #, = w,. In definitiva
n—> 400

(2, , 145) € HP (Q) X H*? (Q); inoltre dalla (10) si desume che
[l 228 2wy < ¢ () (Il A lleaey + 1| follsy) -

OSsSERVAZIONE 1. Dalla (8) segue in modo ovvio:
(1) per A=1,2"|[[Aulrg <2 (| fillre + 1| f2 llee) -

OSSERVAZIONE 2. Si noti che, come si evince dalla dimostrazione del
Teorema 2, le disequazioni variazionali (2) e (5) hanno la stessa soluzione.

Il Teorema 2, oltre a stabilire P'esistenza e 'unicitd della soluzione del
problema (1), ne offre anche un risultato di regolarita. Allo scopo di appro-
fondire lanalisi della regolarita della soluzione, indichiamo per ogni
@, finfo)elo, + oo [ X TP (D))*(p=2) e per h=1,2, con u;(3, /1, /2) la
componente /Z—esima della soluzione, e premettiamo un lemma, che peraltro
fornisce anche una proprieta della soluzione.
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LEMMA. Sia (fy, f)e P Q)2 (p=2). Se A=/ qo. su Q, allora:
(12)  V8efo,+ oo (@, fi,f) =@, A, ) qo. su Q.
Conseguentemente:

(13) Vo3>0 w3, L1, f) =m0, fr, f).

Inoltre:

(1) (h=r qo.su =G, A, f)=u,f,f) qo suQ),
(15)  (fi>re qo.su Q=G A, /) >u(3, /1, /) qo.su Q).

Dimostrazione. La (12) & ovvia se 8 = 0. Se § > 0, posto u, = 1, (8, f;, f2)
e 9 =max {#,,%)}, si ha $e¢Hi(Q) e $+8>u, qo. su Q Dunque
(&, %) e K" e quindi (cfr. Osservazione 2):

(16) B [ ey 2o —wyarz fflw—ul)dx

Y ox, é)x1
o

D’altra parte, poiché & -—u, >0 q.o. su Q e, per la terza delle (3),

T
. Oty
Auy, < £, q.0. su Q, risulta ;ij J iy — ax 7 (& —wuy) dx.

Q

Di qui e dalla (16) si trae® § = u,, ossia vale la (12). C1rca la (14) e
la (13), in base alla (13), possiamo limitarci al caso 8 >o. Cid premesso,
e posto up, = 4,(3, f1, f5), rileviamo anzitutto che, risultando per la (12)
%+ 8 >uy, qo. su Q, si ha, per la seconda delle (1), Aw, = f e
Au, = f, q.0. su Q. Pertanto, se f; = f, q.0. su Q, A (%, —#,) = 0 q.0. su Q
e quindi la (14) non appena si osservi che #, — %, € Hy (Q). Quanto alla (15),
posto Qp = {xre Q|u (x) =u,(x)}, si ha® Aw = Awu, q.0. su Q; e quindi
Ji =/ q.0. su Q. Ne segue mis (Q,) = o.

TEOREMA 3. Si supponga Q di classe CH* (% intero non negativo),
a; € CHLY), (A1, /o) € (Hk’p QP (p=2). Se fi=rf qo. su Q, allora:

(17) un (3, fi, fo) € HF22(Q)

Dimostrazione. Per la (13) basta provare la (17) per un &> o. Cid
premesso, e posto u, = u; (3, f1, fo), risultando, in virth del lemma,
#, + 8 > uy q.0. su £, si ha, per la seconda delle (1), Aw;, = f; q.0. su Q
e di qui la (17) [3].

(3) Si tenga presente che, se Q & un aperto di R* e v, e z, sono elementi di HL? (Q)
(1<p <Q—I- 00), posto Q= {xreQ|v; (x) =2, ()}, Vie{1, .-, n} risulta do,/ox; = up/ox;
q.0. su £,.
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OSSERVAZIONE 3. Rileviamo esplicitamente che, come prova I'esempio

riportato nel N. 3, se mis {xe Q| f;(») < f; (®)}) > 0, anche in ipotesi
pil restrittive sui dati la soluzione del problema in generale non appartiene
ad H>?(Q).

3. Occupiamoci dapprima della dipendenza della soluzione dai dati
del problema.

TEOREMA 4. L'applicazione:
(3, fisfoelo, + oo XITP (AP —u, (3, £, f)

¢ continua dallo spasio [0, + oo X I () allo spazio H*? (Q) munito della
topologia debole. :

Dimostrazione. Sia infatti (3, f;, fo) € [0, + oo X L7 (Q))2. Siano poi
{8,} una successione di numeri reali non negativi convergente verso 3 e,
per £ =1,2,{f} una successione di elementi di L’ (Q) convergente
in L7 (Q) verso f4. Posto wp, =1y (8,, fin, fon) € tn=1,(8, f1, f2), in virth
del Teorema 2 e della (11) esiste una successione di interi positivi {7}
strettamente crescente tale che {u;,,} e {Awu,,} convergono debolmente
rispettivamente in H>? (Q) ed in I”(Q). Indicato con w, il limite debole

di {upn,}, wre Hy (Q) N H>?(Q) e soddisfa le (3) del Teorema 1. Dunque
Wy = Uyp. :

Supponiamo ora p =2 e tale che 2 p > #; sicché =, (3, £, f») € C" Q).
Consideriamo quindi l'insieme (insieme di contatto):
Q ={reQ|u (x)+ 8 =uy(x)}.

Dal lemma si trae che, se /1= f, q.0.su Qe d>o0,Q = g; se f; = f, q.0.

suQeS:o“,Q'=Q.

OSSERVAZIONE 4. Da quanto ¢& stato detto si evince che, nel caso 3 > o,
condizione necessaria affinché Q'z£ @ & che risulti mis fxr e Q| 4 (x) <
< f5 (x)}) > o. Tale condizione non & perd sufficiente, come mostra 'esempio
che completa questo paragrafo.

Al fine di evidenziare ulteriori proprieta di Q’, consideriamo il caso
d2 . .
n=1,A= —aF (a>0),Q=1—/,/[({>0), e cioé il caso di contatto

unilaterale tra funi.

TEOREMA 5. Séa up, = u, (3, /1, fo)- Se ¢ ¢ d, con ¢ < d, sono element:
di [—17,7] tali che:

A</f qo.sule,d] , O+ d=u(c) , ul(d)+8%u2(d)
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allora:

Vx€|[c,d] 1y (%) + & = u, (x) .
In particolare, se fi<fy qo. su —1,0[,u,(0, f1, fo) =t (0, fr, o)

Dimostrazione. A tale scopo poniamo, Vx € Q, v (x) = 2, (¥) — 3 e
vy (X)) =2, (X)) + 3 se xe[c,d], v, (@) =u,(¥) e v(x) =u(x) se x ¢ e, d].
Evidentemente z; e v, appartengono a Hg(Q) e (v, %) € K/, (uy,72) € K’
quindi (cfr. Osservazione 2)

o [ 46 00—t () dr = [ £ () — 8 — 3 () d
() (4 () — 1 () = [ £o(2) (0 () + 8 — oy ()

(4 (4

a

i

Pertanto, osservato che #, + 8 — u, € Hg (Je,d{), si ha

d

|2y + 8 — 2, Hsz(]c’d[) < cost. f (1 (%) — w3 ()" dx =
= cost. ( { 2y (%) (2 () — uy (x)) dx — [ 2z (%) (211 (%) — uy (%)) dx) <
= éOSt- ( {fl (x) (o0 (%) + 8 — 2y (%)) dx — Ifz (x) (0 (x) + 8 — (%)) dx) =

d
/ -

= cost. ( J (L () — fo (2) (2y (%) + & — 2, (%)) dx) <o,

c

da cui #, (%) + 8 = u, (x) Vxe[c,d].

TEOREMA 6. Se f(—2) = £1(2) & /o(—2) = A(3) qo. su ]—7, 1
allora uy = uy (3, f1, fo) & una funzione pari. Inoltre, se § ~ o, nellulteriore
ipotesi:

flSj2 q.0. su ]—"Z)l[’ Qliga

risulta:

(18) Q' =[—&,E] dove ¢Etefo,/].



R. TOSCANO e A. MACERIL, Un problema di contatto tra membrane 77

Dimostrazione. La paritd di 2 si consegue sfruttando P'equivalenza del
problema (1) con la b) del Teorema 1. La (18) discende dalla paritd di z,
in virtt del Teorema 3.

Utilizzando il Teorema 6, determiniamo infine la soluzione di un pro-
blema di contatto tra funi, dimostrando in tal modo quanto & stato asserito
nelle Osservazioni 3 e 4. '

2
Esempio. Assumiamo # =1 ,A:——aad;z—(a>o),9=]~—Z,Z[(/> 0),
fi=0,f=20ad/(a>0,8>0). Si ha

Se o<a<1i, Vxel[—/,/] u () =0 e iy (x) =028 (2 —2DH73;
quindi Q' = 7.

Se a=1, Vxe[—/,/] #y (x) =0 e 2y (%) = 8 (22 — )2
quindi Q' = {o}.

Se a>1, posto E=/—/la, se xe[—/,—E] w ()= + %)/ e
Uy(x) = — I[P — P (x+ D[P+ o3, se xe[—E,E] u(x)=
— o Sa2f(2 12) — o 8E[(2 %) + o2 BE[/ e uy(x) = — o2 dx%(2 ?) —
— a2 882 A 4 ad§)/ 4+ 8; se xe€lb,/] w(x)=28E(/ —x)/2 e
wy () = — o Ox3P + o 88 (x — D[ + o*8; quindi Q' = [—£,E].
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