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Scienza dell’informazione. — Su/la massimizzazione dell entropia
di grado 3 nel caso discreto ™. Nota di Luisa ARLOTTI, presentata "
dal Socio D. GRAFFI.

SUMMARY. — The probability distribution of a discrete scheme is determined which
maximizes the entropy of degree 8, the average value of a given random variable being fixed.

1. INTRODUZIONE

Come ¢ noto, Jaynes [1] ha dedotto la legge di distribuzione di Boltz-
mann della meccanica statistica postulando un principio di massimo che ¢&
possibile enunciare nella forma seguente ([2], p. 120): « La legge di equilibrio
statistico di un sistema & quella che rende massima l'entropia termodinamica
del sistema, tenuto conto delle condizioni alle quali esso deve soddisfare ».
Allo scopo Jaynes ha identificato I’entropia termodinamica con I’entropia o
incertezza di Shannon. Sempre identificando l’entropia termodinamica con
I'entropia di Shannon, da una formulazione pili generale del principio di mas-
sima incertezza, B. Forte [3] ha dedotto la statistica di Fermi-Dirac e suc-
cessivamente Tellaroli [4] quella di Bose—Einstein,

Si puo tuttavia osservare che il concetto di entropia termodinamica e
quello di incertezza shannoniana sono ben distinti. Ha .pertanto senso, am-
mettendo valido il principio di Jaynes, ricercare quelle distribuzioni di proba-
bilita che massimizzano altri tipi di entropia. Nel presente lavoro viene deter-
minata la distribuzione che massimizza Pentropia di grado B nel caso discreto;
in una successiva Nota viene ritrovata la distribuzione di Boltzmann, come
distribuzione limite. E opportuno osservare che la ricerca di questo massimo
non riesce agevole coi metodi usuali; percid ho dovuto ricorrere agli accorgi-
menti esposti in questa Nota.

2. MASSIMIZZAZIONE DELL’ENTROPIA DI GRADO f3

Sia (A, P) uno schema probabilistico finito, cio¢ un insieme finito di
eventi: A = Ay, A;,--+, A,, con le rispettive probabilita P = p,, ps,- -, py

n
con pizo,zlp,;= I.
=

Si definisce (Havrda—Charvat [5]) entropia di grado § dello schema (A , P)
B essendo un parametro reale positivo diverso da uno, la grandezza rappre-

(*) Lavoro eseguito nel’ambito dei Gruppi di ricerca matematica del C.N.R.
(**) Nella seduta dell’11 marzo 1978.
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sentata dalla funzione

1 n
Hg ($1, 2250 P0) = ﬂ_—l(;p?— I)-
n
Evidentemente risulta lim Hg (2, , pa,***, pn) = — X, P logs #; -
g—>1 =1

Sia (s, , %y, - -, #,) 'insieme finito dei valori di una variabile casuale U;
non sard restrittivo supporre %, = 0, #; < %y, V7 < n. Vogliamo riconoscere
che, dato il valor medio U della variabile casuale U nell’intervallo 1o, z,[,
esiste ed & unica la distribuzione di probabilita {$;} tale che:

n n
@) Vi:p;=o0 b 21]5,:1 D) Zlﬁ.;u,-zU
1= =
e per la quale I'entropia Hg assume il valore massimo.
Per la dimostrazione ci serviranno le seguenti proposizioni:
n
A) Sia {p;} una distribuzione di probabilitd con p; > o vz, Z pi=1.
=1

Siano (z,,+++, %,) € (v, -+, v,) due #n-ple di reali tali che #; < #;,,,
v; < Uiy V2 < z. Allora se & # > 1 risulta

é?iuzvi > (;Pi”i) (;Pﬂ/i) .

La dimostrazione si pud eseguire per ricorrenza. Sia » = 2. In tal caso
si ha:

Prog Uy F Pt Uy — (Prty + pathp) (Prvy + P vy) =
=P1P2(“2_%l) (v, —1v;y) >o0.

Ammessa la diseguaglianza vera per m, sia # = m - 1. In questa ipotesi
posto

i

7i = I — Pmnr

m
>O<i=I!"':m) ) u=;giui<um+l:
=1

m
v = Z?ivi < Umi1 s
=1

-

m+1 m

21 Pi%ivi = (1 — ppr1) Zl 7i%; Vi + Pmir Ymt1 Umsr >
= 1=
m+1 m+1
> (I — Pmia) W0 + Puia Ymts Umer > (lei %i) (21 2 7’@') .
9= ==

B) Sia {p;} una distribuzione di probabilitd con p; > o V7, §1 pi=T1;

siano (#y ,+ -, #,) € (U1, -+, v,) due n—ple di reali con #; < %;,,v; > Vi,
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Vi < n. Allora se & # > 1 risulta

;Pi”i v; < (;Pi %i) (121 2 ”i) .

Per la dimostrazione basterd porre w; = —w; ed applicare la Propo-
sizione A alle n—ple (2y,+ -, %,), (@Wy, +,wy).
Indicati dunque con (2, ,- -, #,) i valori della variabile casuale U, con

;= O, u; < s, ¥V¢ < 7, valgono i lemmi seguenti
LEMMA 1. 87 consideri l'equazione

(0 Ye(v) =0

con 0 < P <1, avendo definito Yy > ———;—— 7:(Y) e Y () mediante le formale
n
n n
O ) =y O =1, m) Yol = it us

Comungue fissato U o, u,| Iequazione (1) ammette una ed una sola solu-
2ione .

Dimostrazione. La funzione Yg (y) & derivabile in | —1fw,, + oo [e
posto ©; = #2; (1 -+ y#;)Y, risulta

Ya(y) = (B — 1) [ZW% (29”)(2”)]

In virth della Proposizione A si pud affermare che & Yg < o e quindi che la
funzione Yy & decrescente. Da cid e dall’essere '

lim Ye(Y) = u, lim Ye(y)=o0
¥—> 400

LY —(fug)
I’asserto segue immediato.

LEMMA. 2. S%¢ consideri di nuovo ['equazione (1), supponendo ora B > 1
e definendo q;(Y) ¢ Yo (Y) VY > — 1[u, mediante le formule

a}_:’—l [sup (0, 1+ y2)]"® Vg, (y) =[sup (0, 1 + yu)]"®> G =1,---,m)

Y (y) = 2191’ () % -

ﬂ/(ﬂ 1)
‘L

s "Ms
L

Comungue fissato Ue o, Dlequazione (1) ammette una ed una sola

,HE@=D
‘I/

T
i’
A

soluzione Y.

20. — RENDICONTI 1978, vol. LXIV, fasc. 3.
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Dimostrazione. Si suddivida Uintervallo I di definizione di Y negli »—1
intervalli I; (4 =1,---,#—1) cosi definiti

Li=1—1tgs, — 1thpa] (A =1, -+, 2 —2) lpg=1—1]ttn,+ 0]
e, fissato 4, si consideri la restrizione di Y a I;. Essendo in I,

AVE-1
gi(v)=k+(f+7”’> G<k+1); q@)=o0 (E>k+1)
2 (1 4 yute-=v

j=1

tutte le ¢;, e quindi Yg, sono ivi continue e derivabili. Posto v; = 2; (1 + y#;)™!
risulta '

Per la Proposizione A si puo affermare che Yg & crescente in ciascun intervallo

Iz. Poiché perd Yg & continua anche nei punti — 1fu; (=3, -+, %) essa

risulta continua e crescente in tutto I ed assume quindi ogni valore compreso
fra i limiti

3 426D

lim Yg(y)=o0 im Yg(y) = ——

v~ —(Lug) : Y—> 4o ) u;/(ﬂ—l)

i=1

e ciascuno una sola volta.

LEMMA 3. S7 consideri di nuovo I'equazione (1), supponendo ancora B > 1
e definendo ora q;(y) ¢ Yo (Y) VY€ ] — 2y, 0] mediante le formule

L3

[sup(o, v+ u]-)]”(e"]) 7:(y)=[sup (0, ¥ + ua]ﬂ(ﬁ—n G=1, %)

j=1

Vo) = N as (i

n

2 %?/(B—l)
t=1

n b
T 46D

=1

Comungue fissato U e 1y, | lequazione (1) ammette una ed wuna

sola soluzione ¥.

Dimostrazione. La dimostrazione & simile a quella del Lemma precedente.
In questo caso si divida l'intervallo ] di definizione di Yy negli intervalli
Je=1—ugp,—uz] (=1, .-, n — 2). Per ogni fissato £ risulta allora in J;
. + u )P .
G =0GSh; gl =—0 G>8.
Tt up)’t?

j=k+1
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Cid implica che Yg & continua e derivabile in J;. Posto v; = (v + #;)7! la
derivata risulti ivi

n

Vo) =@ — 1 wa i v — (i;:ﬂf”i) (%q : )]

ed & negativa per la Proposizione B. Essendo poi Y continua anche nei punti
— oy (=1, -+, 27— 2) essa risulta continua e decrescente in J, assumendo
ogni valore compreso fra

n
B/@B-1
E “; /(B—1)

Ye(o)=""2 e lim Yg(y) =,
w @1y Y= —tty_y
=

e ciascuno una sola volta.
I risultati ottenuti permettono di dimostrare il seguente

TEOREMA. Per ogni numeroreale U |0, u, [ esiste una ed una sola distri-
buzione di probabilita {p;} che, soddisfacendo le condizioni (@), (b), (¢) rende
massima [entropia di grado B. Tale distribusione si ottiene ponendo p,= q; (Y)
con Y soluzione dell equazione Yo (v) = U; le funzioni q; e Yy hanno, a seconda
dei valori di B e di U, le espressioni indicate nei Lemmi I, 2, 3.

Dimostrazione. Poiché & evidentemente
. n n
@) p;=oVi ) Z:lpizl ) leiuizU
= 1=

¢ sufficiente mostrare che per ogni distribuzione {p;} diversa da {$;} che
verifichi le stesse condizioni (a), (6), (¢) risulta Hg(py,+ « +, pp) < He (B1,* -+, $n)

In base alle diseguaglianze
P — 3 <BE T (pi— B 2 — 5 = BE T (B — 59

valide rispettivamente (*) per o < <1 e per § > 1, con il segno di egua-
glianza se e solo se & p; = §;, si ha

Ho(pi, - o0 —Ho (oo ) = (PP =) B —5) <
<BETT—0T XA (250

Per proseguire la dimostrazione & opportuno distinguere i tre casi:

Ipotesi del Lemma I
o<B<r.
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E in questo caso

n

n E ( + Y”z) (P'L i)
Z-B 1(1[’1_‘?0_ =:, a1t O
= 2 1+ Y”J)ll(e D

’=

poiché entrambe le distribuzioni verificano le condizioni () e (¢). Da cid
la tesi.

Ipotesi del Lemma 2:

/(B—l)

B>1,Uelo
e

7
2
' T—
PR
Essendo £ tale che ¥e I, &

n - E O+ T u) (pi— 53)
Z B (pi—P) = L+1 p—1
=1 E (I + 7 Yuu; )1/(3—1)

Tenendo conto che entrambe le distribuzioni di probabilitd verificano le condi-
zioni (8) e (¢) e che per i = %2+ 2 & 1 4+ Tu; < 0 si ottiene

— 3 (1T s

L
i =k
D R e =l
=1 1 -+ Fu
PACRRCD)

da cui la tesi essendo 2% —1 <o

Ipotesi del Lemma 3:

3 6=

~ =1
>1,0€|= " 1),%,,
> Ui

i=

Essendo % tale che ¥e J, ¢

. 2 @) —
g{ i (Pz z) = ﬁ (_Y_ n u’.)l/(ﬁ‘l) B-1

J=k+1

H
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Tenendo conto che entrambe le distribuzioni verificano le condizioni (8) e (¢)
echeperi<é & ¥+ ;<0 siottiene

k
% e _ _iglﬁ_]"”i)Pi
= i (pz —p) = n —:_ JE—1) B_1 =0.
£+

Il teorema & cosi completamente dimostrato.

(*) La dimostrazione & semplice; si veda ad esempio [6], p. 39.
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