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Teoria dei gruppi. — Swi gruppi nei quali sono normali sensitivi
tutts 1 sottogrupp:. Nota di BRUNELLA BrunO e MaUurIzio EmALDI O,
presentata ™ dal Socio G. Scorza Dracont.

SUMMARY. — We consider groups whose subgroups are all normal-sensitive. We prove
that these groups are separated and that their second derived group is a periodic group with
all elements odd order. We give criteria for solvability of such groups and we prove that
among these groups those which are solvable are exactly the solvable groups in which nor-
mality is a transitive relation.

Seguendo una terminologia introdotta recentemente da S. Bauman [2],
un sottogruppo H di un gruppo G & detto normale sensitivo se e solo se
da K<H segue che K =HNN per qualche N <G; sottogruppi con tale
proprieta furono del resto gid in precedenza considerati da B. H. Neumann in
|4] con il nome di E—sottogruppi. Un gruppo in cui ogni sottogruppo & normale
sensitivo sara nel seguito detto B-gruppo, mentre un B-gruppo risolubile
sara detto un SB—gruppo. Nella presente Nota si di un teorema generale di
struttura dei B-gruppi, provando che in un B-gruppo G l'insieme degli ele-
menti periodici forma un sottogruppo e il derivato secondo di G & un gruppo
periodico con gli elementi tutti di periodo dispari. Si dimostra, generalizzando
ai gruppi infiniti un risultato di Bauman, che la classe degli SB-gruppi coincide
con quella degli ST-gruppi @, classe quest’ultima descritta da D. Robinson
in [5]. Infine si assegnano delle condizioni sufficienti perché un B-gruppo
sia risolubile.'

1. Osserviamo subito che la classe dei B-gruppi ¢ inclusa in quella dei
T-gruppi; infatti se G ¢ un B—gruppo ed LIK<H <G, allora esiste un
NG tale che L=KNN=KNHNN)<JH. E poi facile vedere che i
sottogruppi ed i gruppi fattoriali di un B—gruppo sono tutti B-gruppi. Siano
G un gruppo, K =H =G e K° la chiusura normale di K in G. Allora
K® =K [K,G], dove [K,G] & il sottogruppo commutatore mutuo di K
e G e, per 'identith modulare di Dedekind, risulta K "H =K ([K , G] N H).

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dei gruppi matematici di ricerca del C.N.R.

(**) Nella seduta dell’tt marzo 1978.

(1) Ricordiamo che dicesi T—gruppo un gruppo G in cui da K <tH <G segue K <G,
dicesi T—gruppo un gruppo G in cui da L K <{H = G segue L <{H, mentre ST-gruppo
¢ un T—gruppo risolubile.
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Percid KN H = K se e solo se [K,G]NH < K. Si perviene pertanto al
seguente

LEMMA 1.1. Siano G un gruppo ed H un sottogruppo di G. Condizione
necessaria ¢ sufficiente affinché H sia normale sensitivo é che da K <{H segua

[K,G]OH < K.

Y

PROPOSIZIONE 1.2. Un gruppo é un B-gruppo (risp. SB—gruppo) se e
solo se ha un sistema locale di B—gruppi (risp. SB—gruppi).

Dimostragione. Chiaramente un B-gruppo (risp. SB—gruppo) ha un siste-
ma locale di B-gruppi (risp. SB—gruppi). Inversamente, sia W un sistema
locale di B—gruppi (risp. SB—gruppi) del guppo G e sia K<IH =G. Sia 2
un elemento qualunque di [K,G]NH. Allora /% = [£, 21" [45, 2] -
o[£, 2] dove ;¢ in K, g; ¢ in G, e; = + 1. Esiste in W un gruppo F
tale che (K,,K,, -+, 4,81 ,8:," &) =F. Posto K;=KNF,H, =
= HANF, abbiamo K;<H, £F e percio [K;,F]NH, £ K, poiche F ¢&
un B—gruppo e vale 1.1, Allora [K, G]NMH=K e quindi per 1.1, H & normale
sensitivo. Percid G & un B—gruppo. Tenuto infine presente che & metabeliano
un SB-gruppo, essendo tale un ST-gruppo [5], concludiamo che & anche
metabeliano un gruppo che ha un sistema locale di SB-gruppi.

TEOREMA 1.3. Un gruppo é un SB—gruppo se e solo se é un ST—gruppo.

Dimostrazione. Come osservato, un SB—gruppo & un ST—gruppo. Inver-
samente, sia G un ST-gruppo. Se G ¢ abeliano, allora esso ¢ un SB-gruppo;
se no, G deve essere periodico [5] e quindi localmente finito. Pertanto ogni
sottogruppo finitamente generato di G & un T—gruppo risolubile finito e, quindi,
un B-gruppo [2]. Ma allora G & un B-gruppo in virtd di 1.2 e dunque un
SB-gruppo.

COROLLARIO 1.4. Le seguenti condizioni sul gruppo localmente finito G
sono fra loro equivalents:
a) G ¢ un B—gruppo;
b) ogni sottogruppo finitamente generato di G ¢ un B-gruppo;
C) ogni sottogruppo finitamente generato di G & un T—gmppo;
d) G ¢ un T-gruppo.

2. Nel presente numero diamo un teorema generale di struttura di un
B-gruppo. Incominciamo con la

3

PROPOSIZ ONE 2.1. Un 2—gruppo é un T-gruppo se ¢ solo se é o abeliano
0 hamiltoniano.

Dimostrazione. Un gruppo abeliano o hamiltoniano & senz’altro un T-
gruppo. Inversamente, supponiamo che il 2-gruppo G sia un T-gruppo. Per
far vedere che G ¢ o abeliano o hamiltoniano ci basta [5] mostrare che G ¢&
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localmente finito. Mostriamo la locale finitezza di G provando che ogni gruppo
fattoriale non identico G/N di G contiene un sottogruppo normale abeliano
non identico. G/N & un 2-gruppo ed un T-gruppo; se allora %, ¥ sono involu-
zioni di G/N, il sottogruppo (@, @) & un 2-gruppo diedrale ed un T-gruppo,
e percid esso & abeliano. Pertanto il sottogruppo di G/N generato da tutti gli
elementi di periodo 2 & un sottogruppo abeliano normale non identico.

LEMMA 2.2. Sia G un B—gruppo. Se G ha un'involuzione, allova esiste
un sottogruppo normale N di G tale che G|N ¢ un gruppo localmente ciclico non
identico oppure il gruppo dei quaternioni d’ordine 8.

Dimostrazione. Sia # un’involuzione di G; l'insieme dei sottogruppi,
N <G tali che NN (%) =1, parzialmente ordinato per inclusione, ha un
elemento massimale M ,M #%G. G =G/M & un B-gruppo ed =M & una sua
involuzione. Sia ¢ un’involuzione di G, @ £ #. Il sottogruppo (@, %) & un
gruppo diedrale e percid esso contiene un sottogruppo non triviale A tale che
A<(a,s) e AN (i) =1. Nel B-gruppo G esiste un N<G tale che
NN (i#,5) = A. Posto N = N|M, abbiamo NG ,NN(#)=1 ed M <N
con M £ N, e cid contraddice la massimalitd di M. Percio # & la sola involu-
zione di G. Se G non & un 2-gruppo, esso contiene un elemento Z con periodo
infinito o finito e dispari, ed il sottogruppo (i@, Z) risulta abeliano. Percid
() = (#,2)NL per un LG, e veniamo ad ottenere, come sopra, una
contraddizione alla massimalitd di M. Dunque il B-gruppo G & un 2-gruppo
con una sola involuzione. Da qui abbiamo la conclusione voluta in virth
di 2.1.

Un B—gruppo finito & risolubile [2]; inoltrese H & un sottogruppo ciclico
infinito del B-gruppo G, detto K il sottogruppo di indice 2 di H, abbiamo
K=HNN con un N <G e percid G/M contiene un’involuzione poiché esso
contiene il guppo HN/N che & isomorfo al gruppo H/K d’ordine 2. Pertanto
da qui e da 2.2 abbiamo la

PROPOSIZIONE 2.3. Un B-gruppo perfetto é privo di involuzioni ed inoltre
¢ periodico ed ha ordine infinito.

Sia G un B-gruppo. Allora il suo derivato secondo G’’ coincide col deri-
vato terzo G'”’ e percid, per 2.3, gli elementi di G” hanno tutti periodo finito
e dispari. Se % , v sono elementi periodici di G, allora i gruppi (#,72)NG" e
{2, v)[{ze , ) NVG"’ sono periodici e quindi periodico ¢ il gruppo (# ,v). Pos-
siamo allora dire che G & un gruppo separato nel senso che I'insieme dei suoi
elementi periodici & un sottogruppo. Perveniamo cosi al

TEOREMA 2.4. Un B-gruppo é un gruppo separato ¢ gli elementi del suo
derivato secondo hanno tutti periodo finito e dispari.

Siccome un ST-gruppo non abeliano risulta periodico [5], da 1.3 e 2.4
otteniamo il

COROLLARIO 2.5. Un gruppo senza torsione é un B-—gruppo se e solo se
abeliano.
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3. In questo ultimo numero daremo alcune condizioni sufficienti affinche
sia risolubile un B—gruppo.

Osserviamo che se un B-gruppo & un gruppo semplice, allora ogni suo
sottogruppo non identico ¢ un gruppo semplice. Ne deriva che un B—gruppo
semplice & ciclico d’ordine primo se esso & un SN—gruppo. Osserviamo anche che
se il B—gruppo G & un (SN)"—gruppo (vale a dire un gruppo ogni cui gruppo
fattoriale & pure un SN—gruppo) e se K<IH = G, esiste un N <G tale che
K =HNN e percid il gruppo H/K & isomorfo al sottogruppo NH/N del
gruppo G/N; pertanto H/K & un SN—gruppo. Dunque se un B-gruppo & un
(SN)'-gruppo, allora tutti i suoi sottogruppi sono (SNY —gruppi.

LEMMA 3.1. Un B-gruppo periodico e finitamente generato é finito se esso
¢ un (SN —gruppo.

Dimostrazione. Supponiamo che il B—gruppo periodico e finitamente
generato G sia un (SN)"—gruppo. Allora il B-gruppo risolubile G/G" & finito
e percid ([6], part 1, p. 30) G’’ & finitamente generato come lo & G. Suppo-
niamo G’ 7 1. Allora G”’ ha un sottogruppo normale massimale N. Per I’os-
servazione, il B-gruppo semplice G”’/N & un SN-gruppo, quindi G"/N ¢ ciclico
d’ordine primo. Ma allora G’ £ G’”, contro il fatto che la serie derivata del
T—gruppo G termina con G”. Dunque abbiamo G’ =1 e, quindi, G & un
gruppo finito.

TEOREMA 3.2. Un B—gruppo & risolubile se esso & un (SNY'—gruppo.

Dimostrazione. Poiché per 2.4 il derivato secondo di un B-gruppo &
periodico, in virth dell’osservazione e di 3.1 ogni sottogruppo finitamente
generato del derivato secondo G’ di un B-gruppo, che & un (SN)*—gruppo,
_risulta un T—gruppo finito risolubile e, quindi, metabeliano. Allora G’ stesso
risulta metabeliano, quindi G’ =1 e G & risolubile.

LEMMA 3.3. Un B—gruppo periodico ¢ finitamente generato ¢ finito se ogni
suo sottogruppo con due generatori é finito. ‘

Dimostrazione. Sia G un B-gruppo periodico, finitamente generato ogni
cui sottogruppo con due generatori & finito. Allora il gruppo G/G” ¢ finito
e percid G’' & finitamente generato. Supponiamo G’' 74 1. Allora G”" ha un
sottogruppo normale massimale N. I1 B-gruppo G = G"/N non ¢& ciclico
poiché G"” = G"’. Allora G contiene elementi #,7 tali che il sottogruppo
(@, @) non & ciclico. Siano % ,v elementi di G"” tali che & =N, o = oN.
Allora (% ,v) & un gruppo finito in virth delle ipotesi fatte su G e per 2.4,
quindi (% , v) & un gruppo risolubile poiché esso ¢ un T-gruppo finito [1]. Ne
segue che & risolubile il gruppo (&, %)} e, quindi, (@, ) contiene un sotto-
gruppo normale proprio e non identico K. Allora esiste un L <G tale che
K= (#,3)NL con L sottogruppo non triviale di G. Ma G & un gruppo
semplice, e percid abbiamo ottenuto una contraddizione che prova essere
G" =1. Quindi G & un gruppo finito.
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TEOREMA 3.4. Un B-gruppo é risolubile se ¢ solo se ogni suo sottogruppo
periodico con due gemeratori & finito.

Dimostrazione. B chiaro che in un B-gruppo risolubile ogni sottogruppo
periodico con due generatori & finito. Viceversa, il derivato secondo di un
tale gruppo, per 2.4 e 3.3 risulta localmente metabeliano e, quindi, metabe-
beliano; allora il gruppo stesso risulta risolubile.

Un gruppo infinito ogni cui sottogruppo non triviale ha ordine p, dove p
¢ un numero primo dispari, € detto un gruppo di Tarski ([6]), part. 1, p. 97).
L’esistenza di un gruppo di Tarski ci permette di asserire che la classe dei
B-gruppi & una sottoclasse propria di quella dei T-gruppi; infatti non & dif-
ficile provare che un gruppo prodotto diretto di un gruppo di Tarski e di un
gruppo ciclico infinito risulta un T-gruppo ma non un B-gruppo.
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