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Analisi funzionale. — Un criterio di compattesza debole alla
Dunjford-Pettrs. Nota di DomeNIco CANDELORO e PaTRIZIA Pucci®,
presentata 2 dal Socio G. SANSONE.

SUMMARY. — In this paper we give a Dunford-Pettis-type weak compactness criterion
n L1(S), where (S, .#,p) is a o-finite measure space.

INTRODUZIONE

Il problema di determinare condizioni equivalenti alla compattezza debole
in L' ha ispirato numerosi lavori in molti campi di ricerca. In particolare
L. Cesari e M. B. Suryanarayana [2], utilizzano un risultato ottenuto in questo
ordine di idee (cfr. [5]) e noi stessi ci occupiamo qui del problema in vista
di un nuovo teorema di chiusura inferiore [1].

In questo lavoro prendiamo in considerazione vari risultati, pill o meno
noti in letteratura, estendendoli a situazioni generali (spazi di misura astratti:
misure finite e c—finite, con o senza atomi).

Le tecniche da noi adoperate sono elementari e forniscono tra laltro
una costruzione diretta di una funzione di Nagumo molto regolare.

Nel § 1 abbiamo stabilito alcune equivalenze preliminari che abbiamo
utilizzato nel § 2 per fornire una rapida dimostrazione dei teoremi oggetto
di questo lavoro.

§ 1. ALCUNE PROPRIETA IN L1(S)

In tutto il lavoro indicheremo con (S, 4 , w) uno spazio di misura dove
¢ € non negativa e con % un sottoinsieme di L (S).

LEMMA 1.1, Swupponiamo che siano verificate le seguenti condizioni:
) sup [ 1) 1du (9 =M < + o0,
ue%
§
(ii) per ogni € > o esiste 8 = 3 () > o tale che
f[u(s)ldy.(s)gs, per ogni ue U
4 ,
e per ogni Be M con p (B) <3.

(*) Istituto Matematico dell’Universitd di Perugia. Lavoro es.eguito nelP’ambito del
G.N.A.F.A.-C.N.R.

(¥*) Nella seduta dell’11 febbraio 1978.
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Allora si ha

(@) per ogni e > o esiste A =\ (g) > 0 tale che

flu(s)[dp.(s)gs, per ogni ue U,
{seS:lu(s)|=A}

(6) esiste una funzione ® : Ry —RY convessa e crescente tale che
. O

= -+ oo ¢ inoltre
t—> o0 ?

sup J(I)Olul(s)du(s)=L<+oo.
ue g

Dimostrazione. (@) Fissiamo ¢ > o. In corrispondenza sia 8§ = 3 (g) > o
relativo alla (ii). Sia ora A > o tale che M/A << 3. Allora risulta

M= [0 o = hn e S: | 2,

{seS:lu(t=2}

per ogni #€ %, da cui

p.({seS:]u(s)]ZX})S—l;—d—SS, per ogni ne€%.
(6) Siak=1,2,---. Per (a) esiste una successione (\g); con A/, > 2

per £=2,3,--- €

f [ 2 (s) [ dp (5) < 1/2F, per ogni u€ U .
{seS:lu(s)|=nz}

Definiamo ® : Rf — Ry con la seguente legge:
s , per t=o0 ‘
(D(tz' A, per t=xN e hk=1,2,---

lineare , altrove .
Ovviamente @ ¢& crescente; inoltre, detta 4%; la pendenza di ® per
M St <My, risulta £ <y <kt 2 e My <hy,y per F=1,2,.--. Per-
\ . I %¢
tanto ® ¢ convessa e lim -—Lz- = 4 oo

t—> 400
Sia e %; allora

~ +00
Joelul@anm =M+ 3 [0du@pane <
S

{seS: <) |<hpa}

<Nyt M—{—; f/zk |2 () | dp (s) < Ay M+;(k+2)/zk<+m

{seS<|u(a)i<Apy1}
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OssSERVAZIONE. Nel Lemma 1.1 abbiamo provato la condizione (&)
costruendo esplicitamente una funzione ®. E facile controllare che risulta

sup fd)o(DOIu](s)dpz.(s) < 4+ oo.

ue¥%
Infatti fissato #e€ # si ha
+o00
J(I)od)o]u [ de(s) <M +;1 f}zzk_l-k,,-w @ |de(s) <
§ T {ses:lu@|2rg}

+o
<k1-M+;(2k+ 1) (£ + 2)[2F < + o0,
=1
essendo A < 2|2 (s) | < Ay quando Xy < |2 (s) | < My -

LEMMA 1.2« (b) émplica (a).

Dimostrazione. Fissiamo & > 0 e scegliamo %2 > o tale che L/2 <e.
Esiste allora A > o tale che @ (¢) = %¢ per ogni z > A.
Quindi per ogni #e % risulta:

pfle@lae = [0uebawe L.
{8eS:|u(s |22} {'seS;lu(s)lzl}
Dividendo per £ si ottiene la relazione cercata.
LEMMA 1.3. (Q) émplica (ii) (e quindi (b) implica (ii)).

Dimostrazione. Fissiamo ¢ > o. In corrispondenza a ¢/2 per la condizione
(a) esiste A = A (e/2) > o tale che per ogni ne % e per ogni Be # risulta,

[1e@iwe=[1001we+ [1s6 1o s trum.

{8€B:|u(s)|<r} {;eB;lu(s)]?_A}
Scegliendo & = ¢/2 A segue immediatamente |’asserto.
LEMMA 1.4. Sta (S, M , u)uno spazio di misura finito. Allova (a) implica ().

Dimeostrazione. Sia A = X (1) > o di cui alla (a). Allora per ogni = € %
si ha
fl%(s)ldv‘(s) Sf‘%(sﬂdu(s) Trp) =1 (S).
§

{seS:|u(s)|=r}

D’ora in poi utilizzeremo, se necessario, il seguente accorgimento: date
due condizioni (x) e (¥) indicheremo con (x) A (¥) la condizione risultante
dal verificarsi simultaneo di (x) e (9).

TEOREMA 1.5. Swupponiamo . (S) < + oo. Allora, posto (c) = (7) A\ (id),
le condizioni (@), (8) ¢ (c) sono equivalenti.
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Dimostrazione. L’asserto segue dai Lemmi 1.1, 1.2, 1.3 e I1.4.

COROLLARIO 1.6. Se W ¢ una misura finita ¢ non atomica, allova le condizion:
(ii) , (@) ¢ (&) somo egquivalent:.

Dimostrazione. Basta provare che (ii) implica (i).
Per la condizione (ii) esiste 8§ = & (1) > o tale che

flu(s)]dp.(s)gl, per ogni ue ¥
B

e per ogni Be 4 con u(B) < 3.

Per il Lemma 2 di [6] & possibile trovare un numero finito #» di insiemi
X n
B,e # a due a due disgiunti con p (B;) < & tali che () B; = S.
i=1
Quindi per ogni #€ % risulta:

Jleolawo =3 140 lwe <n.
$ B;

DEFINIZIONE 1.7. Sia (S, ,p) uno spazio di misura c-finito. Chia-
meremo decomposizione di S ogni successione (S,), di elementi di # a due

+00
a due disgiunti tali che u(S,) < + o e (JS,=S.
n=1
LeMMA 1.8. Sia (S, ,w) uno spazio di misura c—finito. Supponiamo
che valga la condizione (a) ¢ inoltre:
(iii) per ogni decomposizione (S,), di S risulta

im 3% [ w9 du() =o

m->4+00 n=m
S

uniformemente vispetto a wueU.
Allora sussiste la condizione ().

Dimostrazione. Per il Lemma 1.3 & sufficiente provare la condizione (i).
Fissiamo una decomposizione (S,), di S; per (iii) esiste #€ N tale che

f[u(s)[dp(s)gif]u(s)ldy.(s)—l—l, per ogni ue % .
B S;

Ma poiché
sup 3, flu(S)lde(SD= sup fl%(S)ldu(S)
S; n |
M Si

si ha I'asserto in virtd del Lemma 1.4.
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TEOREMA 1.9. Sia (S, H# , 1) uno spasio di misura c—fintto. Allora le
condizioni (a)) = (@) N\ (iii) , (6) = (&) A (i) e (¢) = (¢) A (iii) sono equi-
valents.

Dimostragione. L’asserto segue dai Lemmi 1.1, 1.2, 1.3 e I.7.

COROLLARIO 1.10. Sia p una misura c—finita ¢ non atomica. Sono equiva-
lenti le condizioni (a)), (b)) e (d), avendo posto (d)= (ii) A (iii).
Dimostrazione. Basta provare che (d) implica (i).

Sia (S,), una decomposizione di S. In virtl della (iii) esiste e N tale che

400
Z |2 (s) |du (s) <1, per ogni ue U .

n=n
S”

Quindi per il Corollario 1.6 segue che

sup | [ () | du(9) < + 0.
ue H .

§ 2. TEOREMI DI COMPATTEZZA DEBOLE IN L!(S)

Utilizzeremo i risultati ottenuti nel paragrafo precedente e il criterio di
compattezza debole di Dunford e Pettis [3] per dedurre teoremi che arric-
chiscono quest’ultimo sia nel caso finito che in quello s—finito. '

TEOREMA 2.1. Sia (S, . # , ) uno spazio di misura finito ¢ sia U < L' (S).
Allora le seguenti condizioni sono equivalents:

(®) % ¢ debolmente precompatto;
(@ per ogni ¢ >0 esistt \=A(e) >0 tale che
|26 () |dp (s) <e,  per ogni wue U;
{seS:{u(s)| 22}

! - . .
(6" esiste una Sunzione ® : R — Rt convessa e crescente tale che

lim 2O _ + oo e inoltre linsieme {® (|u|):ue U} < L1(S)

=400 t
¢ debolmente precompatto

(@ supf]u(s)]dp(s)<+oo
ue? J
e per ogni e >0 esiste 8=238(c) >0 tale che
f]u(s)[dp.(s)gs, per ogni ue U
B

¢ per ogni Be M con p(B) < 3.
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Dimostrazione. L’equivalenza tra le condizioni (@), (6") e (¢) discende dal
Teorema 1.5 e dall’Osservazione del § 1. Mentre I'equivalenza di (¢) con ()
¢ assicurata dal teorema di Dunford e Pettis ([3], [4]).

TEOREMA 2.2. Sia (S, .H , ) uno spazio di misura non atomico e finito
e sia U< L2 (S). Allora si ha lo stesso asserto del Teorema 2.1 ove si riduca la
condizione (¢) alla (ii).

Dimostrazione. Immediata.

TEOREMA 2.3. Sia (S, M , p) uno spazio di misura c—finito e sia U< L (S).
Allora le condizioni (%), (a;), (81) ¢ (¢\) sono equivalenti, dove (by) = (6" A (ii).

Dimostrazione. 1’asserto segue dal Teorema 1.9, dall’Osservazione del
§ 1 e dal Teorema di Dunford e Pettis ([3], [4]).

TEOREMA 2.4. Sia (S, , w) uno spazio di misura oc—finito ¢ non atomico
e sia U= LL(S). Allora le condizioni (%), (&), (by) ¢ (&) sono equivalents.

Dinmostrazione. Immediata.
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