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Algebra. — FEquivalenze naturali di topologie e semireticoli ®.
Nota di Mavurizio FarTorosi-BArRNABA, presentata ™ dal Socio
G. ZArpa.

SUMMARY. — Some simple results are discussed, connected with another study performed
by the Author elsewhere (see references) about the compatibility between a topology and an
algebra. In particular, algebraic properties of natural equivalences of topologies are exa-
mined, from the point of view of the theory of semilattices.

0. INTRODUZIONE

In questo lavoro sono raccolti alcuni risultati sulle equivalenze naturali
di topologie e questioni connesse, che I’Autore ha ottenuto durante lo studio
di una eventuale caratterizzazione algebrica della compatibilith fra algebre
e topologie, tramite appunto le equivalenze naturali di queste: vedi [1], [2],
[3], di cui per lo piu si riprendono convenzioni, notazioni e terminologia
(vedi anche oltre).

In generale questi risultati, assai semplici, hanno un evidente carattere
di collaterality rispetto alla ricerca sopra citata e tuttavia I’Autore ritiene che
anche essi possano avere un qualche interesse e forse stimolare studi pil
approfonditi.

In particolare vengono studiate alcune proprietd di tipo algebrico, nel
senso della tecria dei semireticoli per lo piti, della equivalenza naturale di una
topologia; si ottengono fra l'altro due caratterizzazioni algebriche di una
siffatta equivalenza, in quanto particolare equivalenza sull’insieme. delle
parti di A. |

Verranno sistematicamente usate le seguenti notazioni e convenzioni:

@) le topologie vengono considerate costituite dagli insiemi chiusi,
conformemente a quanto fatto gia in [1]-[3].

4) se A & un insieme si indica con
(i) 2* linsieme delle parti di A
(ii) 2* il semireticolo con zero {2*;U, &)
(iif) 2* il semireticolo completo {2%; U} (2 < | 2¢H D

(iv) 2* il reticolo {24;U,N)

(*) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.S.A.G.A-C.N.R.
(**) Nella seduta dell’11 febbraio 1978.
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¢) una congruenza ® di un (semi)reticolo si dird completa se & con-
gruenza del (semi)reticolo in questione pensato come completo e quindi come
algebra eventualmente infinitaria;

d) si dira che una equivalenza ®e & (A) separa due oggetti distinti
a,beA se (a,bd)¢ D;sidird che @ individua un oggetto a€ A se & = {a};
¢) si dird che un semireticolo & guasi—completo se & chiuso rispetto
alla operazione applicata a famiglie qualsiasi ma non vuote di elementi del

sostegno.

La bibliografia & ridotta all’essenziale; una bibliografia piti vasta si trova
in [3].

1. RISULTATI

In tutto questo paragrafo A indicherd un insieme arbitrario ma fissato
una volta per tutte, T e {T;: 7€ I} rispettivamente una topologia ed una fami-
glia di topologie su A.

PROPOSIZIONE 1. ®p & una congruensa di 2%, ed anzi & una congruenza
completa di 2%, che individua @ .

Dimostrazione. Basta verificare che @ & una congruenza coArnpleta: le
altre affermazioni sono ovvie. Se (X;, Y)e ®r(Gel,|1|<<]2%"]) allora

(UI x,.) Kr2 J (X; Ky 2 UI X;

iel

(U Y,.) Kre2J:Kp2U vV,

tel 1
e ne segue sia (U Xi) Kr 2 U Y;, e quindi (U Xi) Kr2 Yi) K1, sia
iel iel iel iel
I'inclusione opposta a quest’ultima, per simmetria. Da cio ( X, Yi) € Oy
ciot la tesi. sel
Si pud osservare che ®r non & congruenza di 2# perché non rispetta, in
generale, le intersezioni: per esempiose A={a,b,c} e T={2,A ,{a, b}}ecT 4,
allora ({a},{8}), {a,c},{})e O&r ma {&iN{a,c;=1{a},{8}N{} =2 e
({d} ’ Q) ¢ (DTo
COROLLARIO 1. Le Or—classi sono subsemireticoli quasi—completi ¢ con-
vessi di 2%,
Si osservi che XKr = max ({X®"; )): per semplificare le notazioni
scriveremo, ove possibile, max X? invece di max ((XQ; =3)}
PROPOSIZIONE 2. ®e & (2%) ¢ del tipo D sse
a) Pe¥(Y;
&)  ogni ©—classe ha un massimo (vispetto a <) ;
¢) T={maxX®:Xe2es(2".
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Dimeostrazione. ®r gode delle proprietd a), §) per la Proposizione 1 ed il
Corollario 1; la verifica di ¢) & immediata.

Viceversa, se ® € & (A) gode delle proprietd a), §), ¢) allora T in ¢) & una
topologia su A e ® = ®r. Infatti: anzitutto € T per ¢) e Ae T perche
A — max Ad); inoltre, ancora per ¢), se X, Ye T allora XU Ye T; resta da
verificare che se X;e T (e I) allora ﬁl X;eT.

Osserviamo che, se X, Y € 2*, allora
max X® Umax Y®e (X U v)?

come segue subito da @) e dalla constatazione che (X, max X®), (Y, max Y®)e ®.
Inoltre, per ¢), max X®Umax Y®e T e allora

(1) max (X U Y)® = max X® Umax Y®.

Se ora X,;e T (€ I) allora X; = max X{ e quindi da (1) segue

@ o
O Xi)] = max X?Umax(q Xi) =

tel

)
= XiUmax(m Xi)

1el

o

®
X; = max X; = max

) o
da cui X; 2 max (ﬂ X,-), per ogni i€ I, e quindi () X; 2 max (ﬂ Xi) ;
iel @ i€l iel
ma per definizione ﬂ X; € max | () X,;\’ e di conseguenza OI X; =
0] tel el / 1€
= max ( X,-) € T: pertanto T & una topologia.
i€

Nella topologia T si ha XKr = max X® (X € 2*), come segue subito
osservando che se Ye 2* e X € max Y® allora max X® < max Y®: infatti
da X € max Y® segue X Umax Y® = max Y® e quindi

X < max Y® -~ X Umax Y® = max Y® — max (X Umax Y‘D)d) =

= max Y® — max X% U max (max Y®)® = max X®Umax Y® =

(per (1))
= max Y® — max X% € max Y®.

Pertanto si ha anche
X?=vy® sse max X® = max Y® sse XKr= YKr
quindi @ = @5,
COROLLARIO 2. ®e & (A) ¢ del tipo P sse

a') ogni ®~classe ha un massimo (rispetto a <)
8 la funzione @: 2% — 2% & un endomorfismo di 2*.

X > max X°
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Dimostrazione. Le a), b), ¢) della Proposizione 2, implicando la (1), im-
plicano a"), &"). Viceversa, a’) = &) e ") implica ¢), com’¢ ovvio, e anche ),
perché ® = ker ¢ (verifica di routine).

Notiamo ora come le equivalenze naturali consentano di ottenere carat-
terizzazioni particolarmente semplici delle topologie con assiomi di separa-
zione T, e T;.

PROPOSIZIONE 3. (¢) T ¢ T sse Or separa i singletons (cioé ¢ s.i. di A
del tipo {a} con ae A) sse O = Ay;

@) T e T, sse Dy individua i singletons.
Dimostrazione. Ovvia, ricordando che T & T, sse
Va,beA:a+#b— {a} Kr 7% {8} Kr

ed & T, sse
Vae A : {a} Kr = {a} .

PROBLEMA 1. Caratterizzare gli altri assiomi di separazione, ed eventual-
mente altre proprietd topologiche (compattezza, connessione, ecc.), studiando
il comportamento della ®r su oA

PrROBLEMA 2. Osservando che i singletons di A sono gli atomi del semi-
reticolo 2* e ricordando che @€ € (2%), studiare eventuali generalizzazioni
delle caratterizzazioni della Proposizione 3 efo di quelle suggerite dal Pro-
blema 1 alla teoria generale dei semireticoli con atomi (eventualmente atomici)
e loro congruenze. '

Segnaliamo infine la

PROPOSIZIONE 4. Per ogni {T;:ie 1} =T ,,

(i) yﬂ (DT‘- co NT;

1€l
(Z‘Z') O (I)T’- 2 (I)'V T; +
el del

La inclusione in (it) é, in generale, propria.

Dimostrazione. QOvvia, per quanto riguarda (i) e (ii), ricordando che
T = T’ sse @r 2 Oy (vedi (2) in [3]). Quanto al fatto che in (ii) si pud avere
'inclusione propria, si esamini il seguente esempio: A = {a, 6, ¢} , X = {a, &},

Y=A{},Ti={0,A,{a}} , T,= {2 ,A, {8} da cui
}il{’]‘1 = }(I(T2 = YKTZ = YKTl =A_—><X R Y)e (I)TlmcpTz;
ma T,V T,={s,A,{a, (a8 e

XKT1VT2 =X ?A = YKTlsz bl (X s Y) ¢ (I)'];‘]_\/'r2 .
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ProBLEMA 3. Nella (i) della Proposizione 4 vale 'uguaglianza?
Si badi che dimostrare che vale I'uguaglianza equivale a dimostrare che,
per ogni {T;:7€ [} €T 4, \/ ®r, & del tipo @p: infatti se esiste Te T, tale
tel
che \V/ Or, = @O allora sussiste la seguente catena di implicazioni:
iel

per ogni 7el: ®r2 Oy

}
perogni 7el:T<T;
v
Tc ()T;
el
V

\/(DT‘.——-‘ D20 T;
i€l iel

Iy

e quindi vale 'uguaglianza; il viceversa & ovvio. Ora, per dimostrare che
\/ ®r, & del tipo ®r si pud sfruttare la Proposizione 2, osservando che 2) &
iel

certamente vera,

PROBLEMA 4. Se anche nella (i) della Proposizione 4 non vale, in generale,
I'uguaglianza, determinare i casi in cui questa vale nella (i) e/o nella (ii).
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