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Geometria. — Una classificazione dei piani di traslazione in
relazione alle fibraziomi ad esst associate. Nota 11 di GucLieLmo
LunarDON, presentata ® dal Socio G. Zapra.

SUMMARY. — We classify the translation planes of characteristic different from 2 and
we exhibit examples of planes of several classes.

3. In questo paragrafo con & indicheremo sempre una fibrazione dello
spazio proiettivo Z = % (V/K) dove K ha caratteristica diversa da 2.

Se F ¢ il sottocorpo fondamentale del nucleo della congruenza £, si ha
che /' # GF (2); nel seguito esamineremo le seguenti proposizioni:

(A) la fibrazione %* (F) non ha regoli;
(B) F*(F)e (A,B, C)regolare;
(C) esistono due fibre 4 e B per cui F*(F) & (4, B)-regolare;
(D) &F*(F) & regolare.
Dicendo che in & vale la proposizione (J) con J € {A, B, C} intenderemo

che vale (J) ma non la successiva. E immediato che in una fibrazione vale
una ed una sola delle proposizioni enunciate.

OSSERVAZIONE. Per poter classificare nello stesso modo 1 piani di trasla-
zione tali che il nucleo di #* ha caratteristica 2, si puo a prima vista pensare
di poter utilizzare la seguente definizione.

Data una congruenza & esamineremo le‘seguenti proposizioni per un
sottocorpo K del nucleo di &:

(A) la fibrazione & (K) non ha regoli;
(B) ¥ (K)e (A4,B, C)regolare;
(€Y esistono due fibre 4 e B per cui & (X) ¢ (4, B)-regolare;
(D) L (K) ¢ regolare.
Un sottocorpo K del nucleo &V della congruenza & si dira ottimale
se K # GF (2) e per ogni sottocorpo F' di NV diverso da GF(2) se in & (F")
vale (/) con fe{d,B,C,D} allora (J) vale anche in & (X).

Cid perd non si pud fare poiché esistono delle congruenze il cui nucleo
NV & privo di sottocorpi ottimali; un esempio di una tale congruenza si puo
ottenere mediante i semicorpi di Knuth come segue.

(*) Nella seduta del 14 gennaio 1978.
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Sia I uno spazio vettoriale di dimensione 2 su K =GF (%) con ¢ > 2 e
sia 1, una base di ¥ su K. Sia ¢ 'automorfismo di X che a x associa 27,
ed f un elemento di K tale che ¥ — f 2~ 0 per ogni x di K. Se si definisce
una moltiplicazione su V' ponendo

(a 4+ &) (¢ + dN) = (ac + éc‘aj’) + (b¢ —I—a‘cd)l

allora % = (VV'; +, +) & un semicorpo tale che N =N, = K dove NV ed NN,
sono rispettivamente il nocciolo e il nucleo centrale di % (si veda [12]). Inoltre
il centro di % & linsieme Z = {x€ K :x6 = x} = GF (¢g); di conseguenza
F (% ; K) non & (4, B)-regolare comunque si scelgano le fibre 4 ¢ B fra loro
distinte mentre & (% ; Z) & ] (co)-regolare.

TEOREMA 3. Se¢ in F vale (A), ¢ verificata una delle seguenti condizions:

f) se U é un quasicorpo che (A, B, C)~coordinatizza F*(F), in U
non vale la proprietd di semplificazione per gli inversi a destra;

g) esiste una quasicorpo %, che (A, B, C)—coordinatizza F* (F) ed ¢
tale che vale la relazione (ab) b~ = a;

h) esistono due fibre A ¢ B di F tale che F*(F) ¢ (A, B, C)-coord:-

natizzata da un quasicorpo di Bol,

i) esiste un quasicorpo associativo mon normalizzato che (A, B, C)-
coordinatizea F.

Dimostrazione. Se % & un quasicorpo che (4, B, C)~coordinatizza F* (F)
ed F, un sottocorpo di %, si ha che F & contenuto in 7.

Siano &V, e Z rispettivamente il nucleo centrale e il centro di #. Se %
¢ un semicorpo, N,MN Z & un corpo e quindi # & contenuto in N, e in Z; per-
tanto F* (#) ¢ (4, B)-regolare. Se # & un quasicorpo associativo normaliz-
zato, /7 ¢ contenuto in Z ed V, = Q; di conseguenza F* (F) ¢ (4, B)-regolare.
Quindi;% & un quasicorpo proprio tale che & noh & contenuto in Z o un quasi-
corpo associativo non normalizzato; vale di conseguenza una delle condizioni
enunciate. '

TEOREMA 4. Se in F vale (B), ¢ verificata una delle seguent: condizion: :

) se F*(F) ¢ (A,B,C)regolare e U é un quasicorpo che (A, B, C)-

coordinatizea F* (F), si ha che U non gode della propriets di semplificazione
per gli inversi a destra;

m) esiste una quasicorpo U, che (A , B, C)-coordinatizza F*(F) ¢ che
gode della proprieti di semplificazione per gli inversi a destra, il cui centro
contiene F; _

. m) esistono tre elementi A,B,C di F tali che F*(F) ¢ (A,B, )
regolare ed F*(F) ¢ (A, B, C)-coordinatizzata da un quasicorpo di Bol.

Dimeostrazione. Sia £ = R (A, B, C) un regolo di F*(F); se % & un
quasicorpo che (4, B, C)-coordinatizza F* (F), il centro di % contiene F.
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Se % & associativo segue che F*(F) & (4, B)-regolare. Analogamente
poiché il nucleo centrale di un semicorpo ¢ un corpo, segue che % non pud
essere un quasicorpo distributivo perché in caso contrario F* (F) sarebbe
A-regolare. Quindi & verificata una delle condizioni enunciate.

TEOREMA 5. Se in F vale (C) ¢ verificata una delle seguenti condizions:

0) se F*(F)é¢ (A, B, C)y—coordinatizzata dal quasicorpo U ¢ F* (F)
(4, B)y-regolare, in U non vale la proprieta di semplificazione per gli inversi
a destra;

D) esiste un quasicorpo U, in cui vale la relazione (ab) b = a, che coor-
dinatizza F*(F) ed ¢ tale che F & contenuto nel centro e nel nucleo centrale di U,

q) esistono due elementi A, B di F per cui F*(F) é (A, B)-regolare ed
¢ (A4 ,B, O)coordinatizzata da un guasicorpo di Bol,

r) F*(F) ¢ A-regolare,

s) esiste un quasicorpo associativo normalizzato U che (A, B)—coordi-
natisza F* (F).

Dimostrazione. Se F*(F) ¢ (A,B)-regolaree % =(Q; +, -) & un quasi-

corpo che (4 , B, ()-coordinatizza F* (F), il corpo F & contenuto nel centro
e nel nucleo centrale di . Pertanto % pud essere un quasicorpo proprio, un

semicorpo o un quasicorpo associativo normalizzato; di conseguenza & verifi-
cata una delle condizioni eaunciate,

TEOREMA 6. Se in F vale (D) ¢ U & un quasicorpo che (4, B, C)~coordi-
natizza F* (F) vale una delle seguenti condizioni:

&) U 2 un corpo alternativo,
w) U ¢ un corpo;
v) U ¢ un campo.

Dimostrazione. Si veda [4].

A. Herzer in [9] ha dato un analoga caratterizzazione mediante propo-
sizioni configurazionali.

4. Se 9’ ¢ una fibrazione dello spazio p{OIGtthO 2, il piano affine
n (&, %, #) si pud estendere 2 un piano proiettivo # (£) nel seguente modo.
I punti di 2 (F) sono di due tipi: quelli del primo. tipo sono i punti di
n(Z',Z, F) e quelli del secondo tipo sono gli elementi di &; le rette sono
rappresentate o dalle rette di = (', 2, #) oda Z. Il piano P (F) ¢ di trasla-
slazione rispetto alla retta rappresentata da Z. Se 4 & una fibra in seguito
indicheremo con A4 il punto rappresentato da 4.

PROPOSIZIONE 4. Sia O un punto fissato di T’ non incidente con Z.
Se U é un gquasicorpo che (A, B, C)-coordinatizza F si- ha:

(a) ([6] Teorema 2.1) esiste un’omologia involutoria di P (F) di asse
O, CY che muta {O,A> in {O,B) se e solo se in U vale la propriets di
semplificazione per gli inversi a destra;
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(b) ([6] Teorema 2.2) % ¢ di Bol se ¢ soltanto se per ogni fibra D diversa
da A e da B esiste un’ omologia involutoria di P (F) di asse {O, D) che muta
{0, 4> in {O, B).

Mediante i risultati della Proposizione 4 & possibile trovare una condi-
zione geometrica per ognuna delle classi f,g,h,i,1,m,n,0,p,q,r,
s,t,u,v.

5. Diamo ora alcuni esempi di fibrazioni di una delle classi sopra elencate.

Esempio 1. Sia F = GF (¢g™) e sia o un generatore del gruppo molti-
plicativo di 7. Se ¢ & "automorfismo di F che ad x associa x¢, il sottocampo K
fissato da o ¢ tale che KX = GF (g). Siavla funzioneda Z», a Z,, definita
ponendo v (¢) = 7 (mod. ¢ — 1); se p. ¢ una qualunque funzione da Z,_; a Z,
tale che 1 (0) = 0, sia A = pov. Si definisca una legge di moltiplicazione in #
ponendo:

aob =0 se b=o0

i X
aob=acb se b=ow'.

Il sistema & = (#; +, ) € un quasicorpo non distributivo il cui nocciolo
¢ K; se A non & un omomorfismo da Z»_, a Z,, si ha che &/ non ¢ associativo

(si veda [1], [8] e [15]).

TEOREMA 7. Se g ¢ dispari, n é pari e A non ¢ associativo, la fibrazione
F (A K) ¢ di classe je{g,m,p}.

Dimostrazione. Per ogni elemento a del nucleo centrale V, di </ 'appli-
cazione di 7% in s¢, che ad (x,y) associa (x@,y), determina una (/(0),
<0, J (e0)>)—-omologia di Z (F).

I1 gruppo (w1} di ordine ¢g*» 14 g*24----+ g+ 1 & un sottogruppo
di NV,; essendo » pari tale & anche ¢ 14 4"24 ... 4+ g -4 1 e quindi esiste
un elemento 4 di V, che ha periodo 2 e che determina una (/(0), 0, J (c0)>)-
omologia involutoria « diversa dall’identita. Se 4 ¢ una fibra di # (& ; K)
diversa da /(O) e da / (00), sia B la fibra di & tale che 4a = B. E ovvio che
A B. Se % & un quasicorpo che (4, B, J (oo))-coordinatizza F (o ; K),
per la (a) della Proposizione 4 segue che in # vale la proprieta di semplifi-
cazione per gli inversi a destra. Sia % di Bol; essendo {®w?') un gruppo di
ordine maggiore di tre esiste yna (/(0) , <O, ] (oc)>)-omologia = diversa da
o e dall’identitd; se C = A4~ il piano Z (¥) ¢ (B, C, J(o0))-coordinatizzato
da un quasicorpo di Bol; essendo ¢ dlsparl il piano sarebbe di Moufang (si
veda [11], Teorema 3).

COROLLARIO. Se g — 1 divide n ,q é dispari ¢ o non é assoctativo, la
fibrazione F (A ; K) é di classe p.

- Dimostrazione. Se b & un elemento non nullo di X, si ha 4 = " dove
h={(gt+¢g2+...4g+1)/; quindi v(k) =0 =>xr(k). Da qui segue
che K ¢ contenuto nel centro e nel nucleo centrale di &/
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Esempio 2. Sia d un numero razionale che non sia un quadrato e sia
F=Q(Jd) dove Q ¢ il campo dei numeri razionali. Se ¢ & I'automorfismo
di Z che all’elemento a - & ]/7 associa @ — & }/7, ¢ ovvio che ¢® = 1; sia
v Papplicazione da 7 a Q che ad x associa x (x5). Se p & un numero primo

fissato e ¢ un numero razionale non nullo, segue che g = (— 1)® p* p1 .. . p%
dove p,,---, p, sono numeri primi, @;,---, «, interi non nulli, & un intero

e Befo, 1}. Sia p la funzione da Q a Z, definita ponendo

( S o} se o;==0 (mod. 2) per ogni / 0 g=0
B (g) = -
( o + 2o, se esiste un o; dispari.

Se A = pov, si definisca una nuova moltiplicazione in # ponendo

aob = asd® b .

La struttura algebrica # = (F; +, -) & un quasicorpo di Bol proprio (cfr. [6]).

Se 4 & un elemento di Q si ha A (6) =0 e quindi Q, che ¢ il nocciolo di %,
¢ contenuto nel centro e nel nucleo centrale di #. Pertanto # (% ;Q) ¢ di
classe q.

Esempio 3. In [18] Walker ha costruito una fibrazione % di PG (3, 5)
che contiene regoli. Pero il piano £ (%) non ha omologie il cui centro
sia un punto del tipo 4 dove 4 ¢ una fibra di #. Pertanto & & di classe I o
di classe o.

6. Esaminiamo brevemente le fibrazioni in cui non vale (D).

I quasicorpi associativi finiti sono stati classificati da Zassenhauss (si
veda [19] o anche [8], [15] e [17]): esistono quattro quasicorpi associativi
non normalizzati. Essi sono i quasicorpi eccezionali del Tipo I, II; V e VI
(cfr. [17], p. 64); ogni altro quasicorpo associativo finito & normalizzato.
Pertanto esistono fibrazioni di classe 7 ed s.

Poiché esistono semicorpi il cui nocciolo ha caratteristica diversa da due
(si veda [8], [12] e [15]), esistono fibrazioni di classe ».

Rileviamo esplicitamente che rimane da stabilire V'esistenza di esempi di
tipo g,h,7,m,n, e di uno dei due tipi { od o.
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