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Meccanica dei continui. — Sw/ potenziale degli sforzi nei meszi
cristallini  dielettrici  polarizzabili, soggetti a un campo magnetico
costante e in moto vibratorio™. Nota II di Maria Teresa Vacca,
presentata ¢ dal Socio C. AGOSTINELLI.

SUMMARY. — We consider elastic dielectric crystals, in which the phenomenon of
piezoelectric polarization occurs, in vibratory motion under an external uniform. magnetic
field. By the Beltrami-Somigliana method founded on invariability of some quadratic forms
under co-ordinate transformations, the internal stress-potential for various cristalline struc-
tures is determined, '

1. INTRODUZIONE

Con riferimento ai mezzi cristallini dielettrici in cui si manifesta il
fenomeno di polarizzazione piezoelettrica, soggetti a un campo magnetico
esterno costante e in moto vibratorio, per i quali nella Nota I precedente
si sono stabilite le equazioni del campo e del moto, ¢i proponiamo ora di
assegnare, per le diverse forme di struttura cristallina, il potenziale degli
sforzi interni, elastici e di polarizzazione, che per la linearitd di questi sforzi
sara una forma omogenea quadratica nelle componenti %y della pura defor-
mazione, nelle componenti ; della rotazione e nelle componenti p; della
polarizzazione. :

Le forme che il detto potenziale pud assumere dipenderanno dalle
proprietd di simmetria dei cristalli. Queste forme saranno la combinazione
lineare a coefficienti costanti di un certo numero di invarianti quadratici
che vanno determinati caso per caso. Per ottenere queste forme seguiremo
un criterio adoperato da Somigliana nel caso della pura elasticitd @, ma
che si pud dire risalga a Beltrami @, nella sua determinazione delle forme
isotrope del potenziale. Esso & fondato sulla invarianza di certe forme
quadratiche per effetto della trasformazione di coordinate.

2. MEZZ1 CHE AMMETTONO UN ASSE DJ ISOTROPIA. INVARIANTI DI ROTAZIONE

Incominciamo a considerare il caso in cui il mezzo ammette un asse

di isotropia e questo sia I'asse x;. Supponiamo allora di passare dal sistema
- . . . . 14 4 U ! 1

di assi x, , 4, , #3 ad un nuovo sistema di assi x; , 23, x5 con x3 = x,, mediante

(*) Lavoro eseguito nell’ambito del Giruppo Nazionale per la Fisica Matematica
del C.N.R.

(**) Nella seduta del 10 dicembre 1977,

(1) Cfr. C. SOMIGLIANA, Sul potenziale elastico, « Annali di Matematica», 7 (1901).

(2) Cfr. E. BELTRAMI, Nofe fisico-matematiche, « Rend, Cir. Matem. di Palermo »,
T. IIT (1889). :
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la rotazione di un angolo « intorno all'asse x;. In questa rotazior.ie sussistono
le relazioni simboliche

GO i =S (i) =

%7 axé 22y 214 ax{; oxg

dove i = V—_I equivale, dal punto di vista geometrico, all’operatore che
nel piano (x, x,) produce una rotazione di go” in senso antiorario intorno
all’asse #, ed ¢ equivale ad una rotazione di « radianti intorno allo stesso
asse. Se consideriamo ora il vettore spostamento u (%, , %, , #3), €sso si trasfor-
ma nel vettore u’ (u{ , %, u;';) tale che

(2.2) wy + ity = € (uy + im) |, ws = ug.

Combinando opportunamente per moltiplicazione le (2.1) con le (2.2)
e le loro coniugate si deducono le relazioni

(@) sy — g + gy = € i (tyy — ton + 7245) ,
) w1y + tan = vy + 2y,

© %3; -+ Z'%és =™ (w31 -+ tag3),

(@) tss = tlgg .

In modo analogo alle (2.2) si deducono per le componenti del vettore
rotazione w e del vettore polarizzazione p le relazioni

(e o1 + 0y = ¢ (0, + i) , (f) o= wg,
(&) prtipa =" (p +itn), B ph= s

Dalle relazioni (), (6), (¢) , (4), (¢) , (/) e dalle loro coniugate, mediante
I'eliminazione del fattore esponenziale ¢'*, formando precisamente i prodotti

2:3) (6:6),(dd).(6:d),(a-a), (c+e*), (e, (ff),(@S), (Gf), (c:e®),

si hanno i seguenti undici invarianti quadratici fra le componenti di defor-
mazione e quelle di rotazione:

(2.4) 1 = (un + un)? ) I,= “gs_ , Iy = (uyy + Unp) g3 s
I, = (%11 — ”22)2 + 5 , I, = %31 + 3 ’
R1 = 0)? + &)2 , Rz = ‘-‘)g y R3 =gz W3 R4 = (“11 + %22) W3,
Ry =wug 0 t gy, Re = 45 01 — 243, 005 .

Analogamente dai prodotti

(2.5) (@5, (B-1), (&%), (f-B) , (e-g®)
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si hanno gli ulteriori sette invarianti quadratici’

(2.6) Ji=mupps , Jo=(uattwps ,  Jo=t4s p1+ thes P,
Jo=tgpr—unpy , Js=osps , Jo= o1+ 00,
Ji=wpy— )

che sono lineari nelle componenti della polarizzazione. In totale si hanno
dunque 18 invarianti che si possono chiamare dnvarianti di rotazione in
quanto rimangono invariati qualunque sia I'angolo di rotazione «. Il poten-
ziale degli sforzi interni conterrd quindi 18 coefficienti costanti dipendenti
dalle proprietd elastiche e dalle proprietd di polarizzazione del mezzo. In
assenza di rotazione degli elementi di volume (0; = 0), gli invarianti si ridu-
cono a nove e nel caso piu particolare di mezzi non polarizzabili, si riducono
ulteriormente a cinque.

3. INVARIANTI CICLICI

Occorre ora considerare, per i mezzi cristallini dotati di un asse di
simmetria, gli invarianti corrispondenti a valori particolari di «, invarianti
che chiameremo ciclics.

Oltre alle combinazioni (2.3) e (2.5), che ci hanno portato agli invarianti
(2.4) e (2.6), dovremo ora formare le nuove combinazioni

(3.1) (2+a) (wnn — use + iure)’ = €™ (tyy — 4oy + 135)" ,
(@-8) (wqy — ta + d2419) (1 + ) = &% (u’“’ — Uy + Ttyy) (2077 + 243),
(a-d) (tyy — uzs + i1rg) thsy = & (2417 — tgs 1 Tthy) Uss
(a-6) (uan — tes + iot1a) (ttay + Tatas) = % (t4yy — by + 245) (th3y + Tttsg),
(c-0)  (sar + duss)® = ™ (s + ntgg)"
(a-e) (uilll — gy + Tt41s) <‘°1 + Z'CO;) =" (61 — 2oy + 22013) (00 + Zeay),
(@) (i — st + i) w4 = &
(c+e) (ug -+ itisg) (07 + fwg) = &% (g + thag) (01 + 7005)
(e-¢) (w1 + iwg)® = & (0, + )",
(@-g) (wn— usm + fu1z) (P1 + ipa) = &% (ttyy — tzy + T2013) (B + iP3) ,
(@) (un— g + it1z) Py = € (g — tgy + 9t133) Py

(c-8) (”;1 + Z'”és) @; + Zf; = M (gy + dot35) (1 + 702)

(otyy — 49 + ”‘12) Wg

dove sono escluse quelle non lineari nelle componenti del vettore polarizza-

zione.
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Si tratta ora di cercare tutti gli invarianti che possono risultare dalle
relazioni precedenti quando si faccia « = 2 w/z e si attribuiscano ad # i valori
2,3,4, -, tali che i fattori esponenziali si riducano all’unita.

Per » = 2, e quindi « = =, questo avviene nelle relazioni (¢-4), (a-6),
(@-d), (c-c),(@f),(ce),(ee),(ah),(cg),le qualirisultano complesse per
cui ciascuna di esse si scinde in due, dando luogo ai seguenti invarianti reali

(3.2) 74 = (s — %22)2 — %fz ’ iy = %il -— %32 ’ Zs = (%yy — ty) W33 ,
y = (U ~— ) Uys 7g = (uy + Usy) Ui ) Tg = Uyp Ugg ,

. 2 2 2 2
lp =t —Uzy , 7y = (Ugy— Upy) g , 75==Ug) Oy — Up3 Dy , 75 =1 — W3z,

I3 == Ugy Upg , 7a = Uip Wy , Vg == lpa O ;- Uy Oy , 75 = W) Wy,
(3.3) J1 = (11— t4) P s J3 = gy Py — g Pa,
Ja = 23 3 v Ja == tag P+ 2g Ps -

Per 7 = 3 si ha a« = (2/3) © e l'unico fattore esponenziale che si riduce
all’unitd & ¢*** che figura nelle relazioni (a+c), (a-¢), (2-£). Da queste seguono
quindi i seguenti invarianti

(3.4) ly = (Uyy —— Uoy) Uy —— Uyp Ugg 77 = (M) — Ugp) O — Uy Oy,
Z10 = (thyy — tag) Uy + %y Uy y Vs = (U —— Ugp) By + 253 0y,
(3-5) Js = (thyy ~— thy) Py — %15 P2,

Jo = (tyy — tay) Po + 412 P .

Per # = 4 si ha o = (n/2) e si riduce all’'unitd il fattore esponenziale
della sola (@-@). Ne seguono i due invarianti 7, , 7, gi& ottenuti per 7z = 2.
Per n > 4 si riconosce facilmente che non si trova pitt alcuna relazione
invariante. Per i mezzi cristallini con un asse di simmetria e con simmetria
ciclica di periodi 2, 3, 4 intorno allo stesso asse, avremo quindi tre forme
distinte di potenziale corrispondenti a questi periodi, corrispondenti cioé
a tre gruppr ciclici di rotaziome che indicheremo con C,,Cy,C,.

4. IL POTENZIALE DEGLI SFORZI PER I GRUPPI C,,C,;,C,

1) Per i/ gruppo C, agli invarianti di rotazione (2.4) e (2.6) occorre asso-
ciare gli invarianti ciclici (3.2) e (3.3) e in totale si hanno 36 invarianti.
Il potenziale corrispondente conterrd 36 coefficienti costanti.

Osserviamo che combinando opportunamente gli invarianti di rotazione
I, I, I3, 1., 15 cogli. invarianti ciclici 4y, 43,4 ,4;, ad essi si possono
sostituire i seguenti
(3-6) I;Z%il ’ I;=u§2 , I:I;:%gs ’ I;=%§2 » I;=u§3 ’ I(’s———%gl,

II 1 II
7 = Uy Uy ) Ig = 295 2454 y . Ao = Ugg Uy
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Cosi pure agli invarianti 4, , ¢, possiamo sostituire i seguenti
(3-7) Lo=3C+i) =unms , Iu=3F—5)=umu
ed a questi vanno aggiunti gli invarianti
(3-8) e = g = thyp ey, Lis = g = 24g; 245 .

» Analogamente con opportune combinazioni agli invarianti R,, R;, Ry,
Ry, Rs, Rg;7y,75,75,74, 75,7 pOssiamo sostituire i seguenti

’ 2 ’ 2 r_ 2 o L
(3-9) Ri=w1 , Re=wy , Re=ws , Re=u,0; , Ry=1u,a,,
B 1 ’ R’ __
Re=rmg=0,0, , Ro=ugy 0, , Rg=uy0, , 9 = Uyz Gy,
’ ’ !
Ro=#ngw, , Ru=Ryg=ugpw; , Rip=7m=u,0;.

Infine dalla combinazione degli invarianti J;, J,, Js, J4 cogli invarianti
JisJasJ3sJa Si hanno i seguenti invarianti

! r ‘ 7 7
(3.10) Ji=uap, , Je=tsps , Ja=tmnps , Ja=myps,

’ 4 14 . 14
Js=wwnp , Je=wnps , J1 =72 = thsps , Je = Ji = u33 ps,
ai quali vanno aggiunti gli invarianti

(3.11) Js=0wsps , Jo=o01p T wap , Ji=0p— ;.

Concludendo per i mezzi cristallini del gruppo C, il potenziale W, degli sforzi
elastici @y, sara la combinazione lineare a coefficienti costanti dei venticinque
invarianti ‘

) 2 2 2 2 2 2
(3.12 %11, Uoz , Usg , Uiz, Uag , U3y, Uyy Usg , Ugp Ugg , Ugy Uy, Uyy Uga
Upg Uiz 5 Ugg Uys y Uz Ugs
2 2 2
W1, Wy, W3, %)) W3, Uy W3, O Wy, Uz Oy, Usg Wy , Uz Vg,
Ug Wy, Ugg W3, typ W3,

mentre il potenziale W, degli sforzi Il di polarizzazione sara la combinazione
lineare a coefficienti costanti degli undici invarianti

(3.13) Ug P1 s Uag Pa s Uiy P35 Yas D3 s Uag D1y Usy Pa s %z P s Uss P3 s

W3 Pz, W P+ 0y Py, 0y P — 0y P35 .

I corrispondenti sforzi per il gruppo C, saranno dati dalle (3.4) della
Nota 1.

2) Per il gruppo C; gli invarianti con cui sard formato il potenziale W,
delle forze elastiche sono gli undici espressi dalle (2.4) ed i quattro espressi
dalle (3.4). W, conterrd pertanto quindici coefficienti costanti.
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Gli invarianti di cui sard composto il potenziale W, delle forze di pola-
rizzazione saranno invece quelli espressi dalle (2.6) e (3.5) che sono in totale
nove. W, conterrd quindi nove costanti.

3) Infine per il gruppo C, il potenziale degli sforzi elastici sard la combi-
nazione a coefficienti costanti degli undici invarianti di rotazione (2.4) e dei
due invarianti 7,7, dati dalle (3.2).

Agli invarianti I;, I, 4, si possono sostituire i seguenti
2 2 2
(3.14) un e, Uy U, Urs

Il potenziale W, sard composto in questo caso da tredici invarianti e
conterra quindi tredici costanti. Il potenziale W, sard invece composto dai
sette invarianti (2.6).

5. I GruppI cicLicl D,,D;, D, E LORO INVARIANTT

Oltre al caso in cui esiste un asse di isotropia e oltre ai tre gruppi
C,,C;,C, corrispondenti a rotazioni di periodo 2, 3, 4 intorno ad un asse
di simmetria, esistono altri tre gruppi diedrici, che indicheremo con D,,
D,, D4, i quali si possono generare aggiungendo ai gruppi ciclici C,,Cs,C,
una rotazione di un angolo = intorno ad un asse » normale all’asse di simme-
tria del gruppo ciclico corrispondente.

Se prendiamo come asse # I'asse x; si riconosce che per tale rotazione
si ha la seguente sostituzione nelle componenti di deformazione e di pola-
rizzazione

Uyy s Uog s Usgy Uyg s Uag s Uz, W1, Wy, Wz, P1, Py Ps

un»“az:”ss;—”msuzs,—”31,‘01,—@2»—0)3:?1:“Pz;"‘?s

Si pud percid passare dagli invarianti dei gruppi C,,C;,C; a quelli
corrispondenti D, , D, Dy, scegliendo tra i primi quelli che restano invarianti
cambiando

#1p , Uy o, Wy , Qg , P2, P3
in '
My 5, —Uy , —Q , —@3 , —pP , —P3.
Per il gruppo D, godono di questa proprietd gli invarianti
L,L, 1, 1,1, Riy Rey Re Jai Js0 Jes
Gyigylsyte 5 TeyPas?s 5 JasJa-
Combinando opportunamente i nove invarianti

11,12:13:14:15 5 Iy, 23,105,179,
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si possono ottenere altrettanti invarianti sotto la-forma simmetrica seguente:
2 3 3 2 2 2
Y1y Uiz, U3, Ugp Ugy , Ugz Uy 4 Uy Uz , Uz, Uz, Uiz .

Analogamente R, , R;,7; equivalgono agli invarianti
2 2 2
0, W2, Wg.
Per il gruppo D godono della stessa proprietd gli invarianti
LI, I, Ia I 3 Ry, ReyRe 5 JauJssJe 5 20 5 72 5 Js-
Infine per il gruppo D, si hanno gli invarianti

L, L,I:,1,, 5 §VR1,R2,R3 ) PR PR PO

6. INVARIANTI DEL GRUPPO T DEL TETRAEDRO

Oltre ai gruppi C,,C;,C, ; Dy, Dy, D4 ne esiste ancora uno detto
del tetraedro ®. Esso si puo ottenere aggiungendo al gruppo D, le rotazioni
attorno ad un asse ternario disposto simmetricamente rispetto ai tre assi
ortogonali di D,. Se prendiamo quest’asse ternario nel triedro positivo degli
assi xy , x, , x5 le rotazioni intorno a quest’asse hanno per effetto una permu-
tazione delle coordinate xy , x5, 23 e quindi anche delle componenti #; , %, , %4
dello spostamento u.

Ne segue che gli invarianti del gruppo T del tetraedro non possono avere
che le seguenti espressioni

2 2 2 2 2 2
%11+ sz + Uss y ®) + 0y 4 w3,
Ugp Ugg + gy Wy —+ Uy Uy , Upg O] + Ug Oy + 2yp O3,
2 2 2
93 - Us1 - U1z , Uz P1 + sy Po -+ %is P3

e inoltre la somma

st Je=o01p +wpp + w305

Gli invarianti del gruppo T sono dunque sette e il potenziale corrispon-
dente conterrd sette costanti.

(3) Cfr. C. SOMIGLIANA, /loco citato in (1); SCHOENFLIES, Krystallsysteme und Krystall-
structur, Leipzig, Teubner (1891).



