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Meccanica. — Swu falune proprieta cinematico geometriche dei mots

di precessione. Nota di Dieco Picozzi, presentata® dal Corrisp.
G. GrioLr.

SUMMARY. — The motion of a rigid body about a fixed point is characterised by a
rotation matrix.

Some kinematical and geometric properties of the rotation matrix are put in evidence
in correspondence to the precession motions.

1. Sia p(#¥) la matrice di rotazione che trasforma lo spazio solidale
alla terna fissa T’ in quello solidale alla terna mobile T avente la stessa
origine di T'. _

Dimostro che & possibile caratterizzare i moti di precessione della terna T,
come quei moti che ammettono per p (#) una decomposizione in prodotto
del tipo
(1) P=ep

essendo ¢ e k due versori fissi in T" e p¢, p¥ due rotazioni dipendenti dal
tempo e aventi rispettivamente ¢ e k come assi di rotazione. Si dimostra
precisamente l'equivalenza di tale caratterizzazione con quella ben nota che
stabilisce che durante il moto esiste un versore solidale a T che forma angolo
invariato con un versore fisso in T'.

Sufficienza della condizione. Sia p (#) decomponibile a ogni istante nel
prodotto (1); allora il vettore pk solidale a T & tale che, denotando con p
la trasposta di p, ’

(2) pk-c = o*k-p¢c = k-c

e quindi esso forma angolo costante col versore fisso c.

Necessita della condizione. Si supponga
(3) pk-c = costante

e sia p° la rotazione avente ¢ come asse e soddisfacente la condizione

@ ook = ok.

(*) Nella seduta del 10 dicembre 1977.
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Considerata allora la rotazione p* definita da

(s) eF="%p
ne segue
©) tR=p" ok =k

e si conclude che k & asse di rotazione per pf quindi p & decomponibile nel
prodotto (1). .

E evidente che ¢ rappresenta I'asse di precessione e pk = p¢k l'asse
di figura.

2. Un ulteriore modo di caratterizzare i moti di precessione tramite
la matrice di rotazione si ha in base al seguente teorema: condizione neces-
saria e sufficiente affinché la matrice di rotazione p (¢) definisca un moto di
precessione della terna T rispetto alla terna T’ (col terzo asse di T’ come
asse di precessione), ¢ che risulti

) Y- Px =0
ove ¥ & il vettore di componenti
® bi= pa; — g 1=1,2,3.

(8;; simboli di Kronecker).

\

.« . . . . . !
La condizione & mecessaria. Supposto il moto di precessione, con c3
come asse di precessione, segue 'esistenza di un vettore & solidale a T’ tale che

©) (p—Dkg=0

(I & la matrice identica). Ne segue

(10) pk-cs=o0.

Il sistema di equazioni (9), (10) si pud scrivere nella forma

Par#1 + Py + (Pss— 1) &3 =0

(11) ] i .
Pa1 'él _I_ Pa2 /ég + Psség, = 0

ove le £; denotano evidentemente le componenti di k rispetto a T'.

~ Supposto che p (#) rappresenti effettivamente una precessione (che com-
porta psg3 7= 1) le equazioni (11),, (11), sono tra loro indipendenti. La loro
dipendenza infatti implicherebbe

(12) Pai = A (pai — 83y)
o anche
d (ps; si
(13) Aeoien _ 55 (1 — pap

\

relazione incompatibile con il fatto che p & matrice di rotazione. .
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Da (11) segue, in generale @,

_ Paa (Pss — 1) — Psa Pas
by = > By
P Pas — (P33 — 1) P
(14) . .
Pa1 Paz — P32 P
Pa1 P3s — (Pss — 1) Pay

Poiché kB & un vettore costante, tali saranno anche le sue componenti e
quindi devono annullarsi le derivate dei coefficienti di 4, nelle (14). Impo-
nendo tale condizione e tenuto conto di (8) segue (7).

E immediato percorrere a ritroso questo ragionamento dimostrando cosi
anche la sufficienza della condizione.

Vale la pena di osservare che la condizione (7) equivale al fatto che il
vettore applicato (o ,®¥) appartenga ad un piano fisso.

Infatti detto # il versore normale alla giacitura di ¥ e ¥ (che per le (12),
(13), non sono paralleli) si pud scrivere:

(15) YXY=F(O)n

da cui derivando si ottiene
(16) WX =fn + fh.

Ossérvando che sia PYX W come WX sono paralleli ad n, da (16) segue il
parallelismo di # ad » che implica I'annullarsi di 7.

Si deduce l'invariabilitd della giacitura normale ad n e, pertanto, 'appar-
tenenza di (0,¥) ad un piano fisso.

3. E nota la possibilitd di rappresentare una rotazione mediante il
vettore g avente la direzione dell’asse di rotazione e modulo uguale alla tan-
gente del semiangolo di rotazione. ‘

Se una rotazione » ¢ data come prodotto di due rotazioni 7/, »"":
¢! =77

e q,q,q" sono i rispettivi vettori caratteristici, sussiste come noto la
relazione:

p 1
I8 — > - ! 1 />< I’.
(18) 9= @+ 4 +a'xd"

(1) Un minore del secondo ordine della matrice dei.coefficienti delle (11) & certa-
mente diverso da zero. Qui si suppone che tale sia il denominatore delle (14). La trattazione
¢ analoga e porta ai medesimi risultati anche se il minore diverso da zero ¢ diverso da
quel denominatore. ‘
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Tenendo conto che per i vettori caratteristici delle rotazioni p¢ e p* valgono le
(19) ¢=g¢c , d=g'k
nei moti di precessione il vettore g & esprimibile nella forma

I

(20) q=—1——_—g—,,q,‘,?’?(q°c + "R+ ¢g°gFcX k).

Si pud quindi affermare che il vettore g () rappresenta una precessione

se e solo se & possibile darne una rappresentazione del tipo (20) con c e &
fissi nella terna T’.

E evidente che il fatto che nei moti di precessione il vettore g (£) soddisfi
la (20) comporta delle restrizioni sulle posizioni che pud assumere 'estremo
del vettore applicato (0, g (¢9)).

Per semplicita assumiamo la terna di riferimento T’, trirettangola e
levogira di versori ¢, €1, c;, con

(21) cg=c , ¢ = vers(cxXk).

Indicando con ¢;,¢,, g5 le compounenti di ¢ rispetto a T’ e con § 'angolo
di ¢ e & dalla (20) si ha

g°g* sen & gtsend ¢+ gbcos®

(2) NT T fcosd BT T sy T BT sy

Con qualche ulteriore passaggio si giunge alla relazione

(23) fitd

=tg 9.
7293 — ¢ &

Data la costanza dell’angolo & si pud dire che durante un moto di precessione
Pestremo del vettore applicato (o, g (#)) appartiene sempre all’iperboloide ad
una falda di equazione

(24) @ + (o —a (raxs — ) = o

dove la costante & rappresenta la tangente dell’angolo di precessione.

Poiché il vettore g ha le medesime componenti rispetto alle due terne T’
e T, anche rispetto a T il punto (0, g (¥)) appartiene all’iperboloide ad una
falda di equazione (24) (ove si intenda soppresso l'apice).



