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Fisica matematica. — Sulla propagazione delle onde elettroma­
gnetiche in un gas ionizzato^ . N otaP di A l f o n s o  M a io  e A n n a ­

m a r i a  M o n t e , presentata dal Socio D. G r a f f i .

Summary. — A problem concerning the one-dimensional wave propagation in a 
dispersive medium is solved.

I. Introduzione

Si consideri un campo elettromagnetico E , H, dipendente oltre che dal 
tempo t dalla sola coordinata x  di un sistema cartesiano ortogonale Oxyz i 
cui versori indicheremo con i  , j  , k ; siano poi E — Ej ed H =  H&. Il campo 
si propaghi nel semispazio x  >  o occupato da un gas ionizzato omogeneo. 
Indichiamo rispettivamente con N , e , m, il numero degli elettroni per unità 
di volume, la carica e la massa dell’elettrone e con v >  o il numero degli urti 
nell’unità di tempo; sia poi p, la permeabilità magnetica ed e la costante dielet­
trica che compete al gas quando non è ionizzato.

Com’è noto (1), nell’ipotesi che, per ogni j  >  o , E ed H siano nulli fino 
all’istante t =  o e che il contributo degli ioni e l’azione di H sugli elettroni 
siano trascurabili, la densità di corrente dovuta ai corpuscoli nel gas si può 
scrivere u =  uj con

t

( i .i )  u — A  j* (**) exp [— v (/ — t)] E (t) d r
0

dove si è posto A =  Ne2/m.
Eliminando H tra  le equazioni di Maxwell e tenendo conto della ( i . i ) 

si ottiene
t

(1.2) =  e(i Eu +  A[a E — Afiv exp [— v (t — t)] E (t) dx
0

la quale è un caso particolare della seguente equazione integro-differenziale

t

(1.3) E33 =  sp, ^Ew +  2 a Et +  (aa — ß2) E — ß2 J  G (t —  ̂x) E (x) dx
0

(*) Pervenuta all’Accademia il 3 agosto 1977.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.F.M. del C.N.R.

(1) Cfr. ad esempio D. Graffi [i ] oppure [io], pp. 78-79.
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che D. Graffi in [2] ha risolto con il metodo della trasformazione di Laplace (2). 
Più precisamente il Graffi ha determinato la soluzione della (1.3) nell'ipotesi 
che E (x  , t) sia nulla all’istante iniziale t0 — o, risulti, per ogni t infinitesima 
quando x  -+ 00 ed assuma, istante per istante, valori prefissati sul piano x  =  o. 
Tale soluzione, anche se di notevole interesse teorico perchè fornisce un teo­
rema di esistenza, risulta poco agevole per le applicazioni in quanto è espressa 
mediante un integrale di convoluzione il cui nucleo è una serie di funzioni di 
Bessel. M. Fabrizio [4], affrontando la stessa questione, ha ottenuto quale 
espressione del nucleo una trascendente più semplice, ma sempre espressa 
da una serie. Scopo della presente Nota è appunto quello di mostrare come sia 
possibile -  almeno nel caso particolare della (1.2) -  esprimere E ed H mediante 
formule di più facile applicazione ai fini del calcolo numerico e dell’analisi 
del comportamento asintotico.

La posizione del problema e l’enunciato dei principali risultati ottenuti 
sono riportati al numero 2.

Ringraziamo il Prof. P. Renno per avere suggerito l’argomento della 
presente ricerca e per le utili discussioni avute. Desideriamo altresì esprimere 
la nostra gratitudine al Prof. D. Graffi per tutti i suggerimenti ed i consigli 
ricevuti.

2. P o siz io n e  d e l  pr o b le m a  e d  e n u n c ia t o  d e i  r is u l t a t i

Con riferimento all’equazione (1.2) osserviamo che è possibile assumere 
sfx =  i in quanto a tale caso ci si può sempre ricondurre ponendo x  — x \  
per cui posto a ~ v  e b =  A/s si ha

t

(2.1) Exx =  E tt +  bE — ab exp [—  a [t  —  t )] E ( t ) cìt .
0

Pertanto il problema enunciato al numero 1 si riduce alla ricerca della 
funzione E (x , f) che verifichi l’equazione (2.1) con le seguenti condizioni 
al contorno

(2.2) —  E  ( *  , o) =  0 ( /  =  0 , 1 )  \fx  >  o

(2 .3) E (o , f) — 9  (£) lim  E (x  , t) =  o  W  >  o
x->oo

Definizione 2.1. Diremo soluzione regolare del problema (2.1)—(2.2)—(2.3), 
una funzione  E (x , t) continua nelPinsieme S =  {(# ,£) :  x  >  o , t >  o}, 
di classe C(2) in S — 3S e tale da verificare la (2.1) con le condizioni
(2.2)—(2.3).

(2) Com’è ovvio, per ricavare la (1.2) dalla (1.3) basta porre a =  o , ß2 = — A/e, 
G (/) =  — v exp (— v/).
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Per risolvere tale problema useremo il metodo della trasformazione di 
Laplace, pervenendo al

TEOREMA 2.1. Nelle seguenti ipotesi per la funzione  <p (f):

(i) ç ' ( / ) 6 C® ( [ 0 ,  +  oo[)

(ii) <p (o) =  o

(ili) (t) è assolutamente trasformabile secondo Laplace nel semi­
piano Re (s) >  s0,

i l  problema (2.1)—(2.2)-(2.3) ammette una ed una sola soluzione regolare data da 

(2.4) E (x , t) =  U (t —  x) [cp {t — x) — <p' (t) * F {x , t)]

dove U (z) è i l  fattore unitario ed F (x , t) è la funzione così definita

t? / \ i t  f h  a  — %*) ) r ( u * — x * \  i F(* ■() = * 1* J f u ’ — ** exp r a (-nrj 1x »
X

X In

3. R is o l u z io n e  d e l  pro blem a

Il problema enunciato al paragrafo precedente è un problema lineare a 
coefficienti costanti; esso quindi può risolversi con il metodo della trasfor­
mazione funzionale di Laplace. Con riferimento alle condizioni iniziali (2.2) 
è necessario trasformare rispetto alla variabile temporale. Pertanto posto,

00

Ê (x , s) == ^ exp (—- st) É (x , t) dt  =  L [E {x , £)]
0

(3-0
00

<p GO =  j  exP ( ~  st) ? (t) àt =  L [9 (*)]
0

ed applicando alle (2.i)-(2.2)-(2.3) noti teoremi sulla L-trasformazione, si 
ha il seguente problema

A. - I-  f i  .. I J j Ç ^

(3.2) E " ( x , s ) --------— * ^ ■ - E ( j t , j )  =  o ( * > o )s +  a

(3.3) Ê ( o , j) =  9 ( j) , lim Ê (* , .y) =  o
X->OQ
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nell’incognita funzione Ê ( x , s). Se indichiamo con cr la determinazione 
principale di [(s2 +  as +  b)l(s2 +  as)]* è facile verificare che la soluzione 
delle (3.2)-(3-3) si può porre nella forma

(3.4) Ê (x  , s) =  exp (— xs) 9 (s) — exp (— xs) — exp (— xsa) sy (s) .

Occorre quindi determinare Y antitrasformata della seguente funzione

exp (— xs) — exp (— ^<7)
(3-5) G (x -j s) =  -

A tale scopo indicando con U (z) la funzione unitaria e con

(3-6) X■e? / .\ , t  f  m V * y«*— x2) r /u2— x2\ 1
F (* ■0  “  ^  J  exp [ - “ \ - n r )  ‘\

x i * H ^ )  d»
e posto G (x , t)■ == U — #) F (# , /), si dimostra il seguente

LEMMA 3.1. f t r  ogni x  >  o, semi p i ano Re (j) >  o sussiste la seguente
form ula di lu-trasformazione

(3-7) L (G (x , zf)) =  G (# , s) .

Dimostrazione. Siano a , ß , y tre parametri a parte reale positiva e J x 
la funzione di Bessel di prima specie e di ordine uno; esprimiamo la G (x , s) 
mediante la seguente rappresentazione integrale ([6], vol. II, pag. 31)

(3.8) f  e2FP (— <*y^+ß2) J1, y--s =  exp (— ocß) 
J i u + ß 2 Xu

— exp (— ß Yy2 +  a2)
y u Py

assum endo(3) ol =  x  y 2 s2 +  2 as ; ß =  s ^ 2  s2 2 as ; y =  at ^2 b .
NelFipotesi che sia > 0  e Re (Y) >  o possiamo scrivere, com’è facile

verificare,
exp(-— xs) ■— exp(— xsa) _

(3-9)
xs y 2 b

[ exp —■ x  y 2 u “i- 1 1 , au \2 ( au \2
n - , + 2 « + I ) U + . J Jj (x p u )

Vi , au \2 ! au X*
V 2 « + l )  \ 2 ^ + i )

y^ (2 ^  + 1 )
d^ .

(3) Precisiamo una volta per tutte che i radicali che intervengono vanno considerati 
con la determinazione principale.
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D ’altra parte -  se h è una costante reale positiva, p  e q sono due costanti com­
plesse ed I0 la funzione modificata di Bessel di prima specie e di ordine zero, 
com’è noto ([7], p. 136)'- risulta

00 ;_________
[  exp [— (3 +  s ) t ] - l 0 (p i ¥ ^ ¥ ) d t =  eXp 

purché sia

(3-IC0 Re (/) >  Re (J>) —  Re [ff) •

Se Re(s)  >  o la (3.10) è certo verificata ponendo p  =  q =  au\(2u +  1), 
h =  x  i in modo da avere

exp [ - *  j /(*  +  —  ) * -  (— ■)’ ] _

1/ l  . au \2 / au \2
\ 2 ^ +  i) \ 2 « +  1/

00

= X_exp [ ~ ( l ^ T 7 +  f )  \  Io [ ^ T T ^ “ ^2 (2 ^ +  i } ] d/
V̂2m+1

e quindi sostituendo nella (3.9) si ottiene

(3- n )
exp (•— xs) — exp (■— xsa) 

xs y 2 b

=  I J i ( x  I 2 bu) —
d u

Ì u Ì 2 U + 1

00

[ “ p [ “ ( l f ì 7 +  1) ' ] x
ær2w+l

x  Io [ 2 «T + 1 v̂ 2 ~  (2 « +  0  ] d/ •

Inoltre, applicando la nota diseguaglianza ([8], pag. 49) alle funzioni Jx e I0

( t ) ’Jv (W) I < (v+ 0
exp I Im  (w) I (Re (v) >  — J)

si ha

Ji (x y2 bu)

iu
< \ x  ^2

[ au 1 T T au --------------  1



A. Maio e A. M onte, Sulla propagazione delle onde elettromagnetiche, ecc. 57

per cui risulta applicabile, com’è facile verificare, il teorema di Fubini ([7], 
pag. 22) in modo da avere

(3-12)
exp (— xs) — exp (— xsg)

00 t
:fb j  exp (— st)d t j' — yu2— x2)

exp

y^2 — x2

p ï ï r )  ']  '• [" f ë r )  / ? = ï î ] d“
che coincide proprio con la (3.7).

In virtù del lemma ora dimostrato è facile provare il teorema enunciato 
al numero 2. Infatti, con riferimento alle ipotesi ivi precisate sulla 9 (f), la 
funzione F (x , t) data dalla (3.6) risulta di classe C(3) (S) ed L-trasformabile 
rispetto a t insieme alle sue derivate prima e seconda.

Osservando che D. Graffi ha dimostrato che il problema (i.3)-(2.2)-(2.3) 
ammette una ed una sola soluzione L-trasformabile, se ne conclude che la 
E (x , t) data dalla (2.4) è l’unica soluzione regolare del nostro problema.

OSSERVAZIONE. L ’equazione (2.1) si riduce a quella dei telegrafisti per 
a =  o; è interessante osservare che per il tipo di problema posto la formula 
risolutiva (2.4) fornisce la ben nota soluzione. Infatti la (2.1), in virtù delle 
condizioni iniziali (2.2), si riduce all’equazione

E« — Exx +  òE =  o

che, risolta con le condizioni (2.3), ammette la soluzione

E O  l i )  = U  (t —  x ) ^  (t —  x ) — x p  Jl * 9 (t)

Tale formula si ricava subito dalla (2.4); infatti mediante un’integrazione per 
parti ed osservando che 9 (o) =  o e che I0 (o) =  1 si ha

t

E (x , t) =  U (t — x) [9  (t  —  x) — J 9 (t — t ) -3 F ^ ’ t) dx j
X

con

aF
=  x p h -W  ( ? — * ))

yT2 ■— x*
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