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G eom etria. — Osservazioni sulla varietà di P* (**)7"1 (K) su cui giace 
la curva canonica di una curva k-gonale(*>. Nota di A n d r e a  

D e l  C e n t i n a , presentata dal Socio G. Z a p p a .

SUMMARY. — In this paper some questions about the variety <D of P0'"1 (k) on which lies 
the canonical curve of a Æ-gonal curve, are studied.

1. Sia C una curva algebrica irriducibile completa di genere g  su un 
campo K algebricamente chiuso.

La curva C è detta yè-gonale (cfr. [2], [3]) se contiene (almeno) una serie 
lineare gl ma non contiene serie lineari di dimensione 1 e grado minore di k.

Le curve 2-gonali sono le curve iperellittiche.
Risulta subito che la g\ è completa e senza punti fissi.
Nel seguito supporremo sempre k < g — 1, così la gl risulterà speciale; 

supporremo anche C non iperellittica (£ >  2) e £*> 4 .
Nelle ipotesi precedenti la curva canonica T di C giace su una varietà ® 

di dimensione k — 1 di Per""1 (K) (cfr, Lemma 6, p. 196 di [1]).
Nel caso k — 3 la superficie ® ha grado g  — 2 (cfr. [4]) allora per un 

teorema di Del Pezzo ® è: o un cono su una curva razionale normale gobba, 
o la superficie di Veronese in P5 (K), oppure una rigata.

Si dimostra (cfr. ancora [4]) che se g  >  4 allora la superficie <D non è 
un cono e che se O è la superficie di Veronese allora g  — 6.

In questa Nota si ottengono alcuni risultati sulla varietà ®, analoghi ai 
precedenti, nel caso in cui k >  3.

In particolare nel n. 2 si dimostra che deg <& =  codim ® +  1 e si richiama 
un Teorema di Enriques che enumera in cinque tipi tutte le varietà di Pn (K) 
soddisfacenti la relazione precedente e non giacenti in alcun iperpiano di 
P w (K) (ciò accade per la ®).

Nel n. 3 si dimostra poi che: se k <  \ g  +  1 allora la varietà <P non è 
un cono sopra una curva razionale normale gobba; se ® è un cono sulla super
ficie di Veronese alla g  =  7 e k =  4; infine se k <  \ g  +  1 ® può essere un 
cono sopra una rigata razionale se e solo se la somma minima d e liac i e della 
sua residua rispetto alla serie canonica è una serie lineare di dimensione stret
tamente minore di g  — 1.

2. Le ipersuperfici quadriche di P^-1 (K) contenenti F contengono anche ® 
e tra  queste, se D e gl e r  è l’indice di specialità di D, \ r  (r — 1) sono linear
mente indipendenti (cfr. ancora Lemma 6 di [1]).

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attività del G.N.S.A.G.A. del C.N.R.
(**) Nella seduta del 23 giugno 1977.
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Lemma i. L a varietà <D ha grado g  — k - p i .

Dimostrazione.
Poiché <D contiene T , ® non è contenuta in alcuno degli iperpiani di 

P*7-1 (K); dunque il grado, deg <P, di ® è almeno — k +  1. Supponiamo che 
deg ® =  d >  g  — k f i  2. Allora un sottospazio t  di P^-1 (K) di dimensione 
g  — /§, in posizione generica rispetto a <D, segherà O in d  punti distinti; se con 
Pj , • • •, Pg-fc-2 indichiamo g  — k — 2 punti tra  questi, la dimensione dello 
spazio V delle ipersuperfìci quadriche di t  contenenti P3 , • •• ,  P è :

è (g  — k  +  0  (g —  k  +  2) — (g  — k  +  2).

D ’altra parte le ipersuperfìci quadriche di P ^ p K )  contenenti ® ristrette a t  
appartengono a V, dunque, poiché dal teorema di Riem ann-Roch si ha 
r =  g  — k +  1, si dovrebbe avere:

2 (g — k +  0  (g  — $  <  \ { g  — k +  0  (g — k +  2) — (jg — k +  2)

che è assurdo.
Si conclude allora che la varietà ® soddisfa la relazione:

(1) deg ® — codini <E> +  1 .

Sussiste il seguente:

TEOREMA (Enriques, cfr. [3]). Sia  X una varietà d i dimensione >  3
Pn (K) non contenuta in alcuno degli iperpiani d i Pn (Kj e tale che 

deg X — codim X +  1, allora X appartiene ad uno dei seguenti tipi\

(1) una ipersuperficie quadrica\
(2) una rigata razionale (1);
(3) un cono sopra una rigata razionate\
(4) un cono sopra la superficie d i Veronese)
(5) un cono sopra una curva razionale normale gobba.

La varietà ® pertanto appartiene ad uno dei cinque tipi elencati nel 
teorema precedente.

Osservazione. Si ha immediatamente che se k < g —- 1 allora ® non è 
una ipersuperfìcie quadrica in P0'“1 (K).

3. In questo n. si ottengono delle cpndizioni su k e g  sotto le quali ® 
appartiene o non appartiene ad uno dei tipi (2) , • • - , (5) del teorema precèdente.

P r o p o s iz io n e  i .  Se k . < \  g  f i  r allora ® non e un cono sopra una curva 
razionale normale gobba.

(1) Secondo la definizione in [3], p. 607./
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Dimostrazione.

Sia <D un cono di vertice V sopra una curva razionale normale gobba di 
grado — k -f- i e sia <I> la varietà ottenuta da <D mediante una trasformazione 
monoidale di centro V. Sia F la trasform ata propria di F ,F  è isomorfa a F; 
sia S il divisore eccezionale dello scoppiamento.

La trasform ata propria della rigatura di <D induce una rigatura 71 su $ .  
Posto d  il grado di dovrà essere d > _ k .

Siano Px Pjhh-i g  — k -\- 1 punti in posizione generica su T e sia 
H l’iperpiano generato dai suddetti punti e da V. Poiché H taglia su T un 
divisore canonico si dovrà avere:

(2) 2 g  — 2 = d ( g  — k +  l ) .

Si osservi che, non avendo la gl punti fissi, S f ì F - 0 .
La (2) è assurda se k <  \ g  +  1.

Osservazione. Se k <  \ g  +  1 la curva C è a moduli particolari (cfr. [5]).
Supporremo d ’ora in avanti k <  \ g  + 1 .

PROPOSIZIONE 2. Se ® è un cono sulla superficie di Veronese allora g  — 7 
e k — 4.

Dimostrazione.
U n sottospazio di dimensione g  — k di Pô,~1 (K) in posizione generica 

rispetto a <P taglia ® in una superficie di grado g  — k +  1 che deve essere la 
superficie di Veronese, allora g  — k +  1 =  4; tenendo conto che k < \ g  +  1 
si ottiene subito g  =  J e k — 4.

Un esempio. U n esempio di curva di genere 7 dotata di una g\ si può 
ottenere come segue: siano Q e F rispettivamente una quadrica non singolare 
e una quartica non singolare in P3 (K) , Q e F siano inoltre tali che Q fì F abbia 
due punti doppi; la normalizzata di Q f ì  F è una curva di genere 7 che pos
siede due serie lineari g\ distinte, quelle tagliate su di essa dai due sistemi 
di rette di Q.

Con le notazioni di [6] sia J*. la varietà dei fasci invertibili di grado k 
su C (non necessariamente k-gonslè) e W^ c  sia il luogo dei fasci invertibili 
di grado k con sezioni, sia inoltre =  {Le W k | li (L) >  2},

Per L generico in W | si ha li (L) =  2.
Sia V F immagine dell’accoppiamento

H° (L) ® H° (Q (g) L -1) -> H °(Q ) 

dove Q  è il fascio canonico su C.

Lemma 2. dim V =  2 (g  — k +  1) — h °  ( Q  <g> L~2).

50. — RENDICONTI 1977, vol. LXII, fase. 6.
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Dimostrazione.
Per il teorema di Riem ann-Roch si ha h° (fi ® L“1) — g  — k -f- 1 e se 

a , ß 6 H° (L) costituiscono una base per H° (L) (quindi prive di zeri comuni) 
dalla successione esatta

o oc® ß® H° (Û ® L~2) -> a® H ° (Ü ® L -1)0 ß ® H °  ( Û ® ^ 1) -> V -> o

segue la tesi (2).
Sia PH° (L) =  g \ una serie lineare appartenente alla curva /è-gonale C, 

dal Lemma precedente segue immediatamente la:

Proposizione 3. La somma minima della gl e della sua residua rispetto 
alla serie canonica è una serie lineare d i dimensione 2 (g  — k +  1) — i, essendo 
i Vindice di specialità della serie doppia della g\ (cfr. [5]).

Ciascuno dei divisori della g\ su T impone k — 1 condizioni agli iperpiani 
di P0'-1 (K) che debbono contenerlo, ne segue che ciascun divisore della g\ 
è tagliato su P da un P*~2 (K).

L ’indice di specialità i  della serie doppia della g\ sarà determinato dalle 
incidenze dei P -̂2 (K) a due a due.

In particolare se due di questi P*~2 (K) hanno un P° (K) a comune appar
tengono ad un P2̂ -°~4 (K) e dunque:

i = g  — 2 k  +  a +  3'.

dove si pone g  — — 1 se i P*~2 (K) sono a due a due sghembi.
Per quanto visto in precedenza se O è di tipo (2) si ha g  =. — 1 e se O 

è di tipo (3) si ha g  >  o.
Nel secondo dei casi precedenti deve essere inoltre g  <  k — 4, infatti 

se fosse <7 —  k —-'3 tagliando O con un P^-^1 si otterrebbe una curva razio
nale normale contro l’ipotesi k <  \ g  +  1.

Si ha immediatamente il seguente

C o ro lla r io . ® è un cono sopra una rigata razionale se e sólo se la somma 
minima della g\ e della sua residua rispetto alla serie canonica ha dimensione 
g  — g  — 2, dove g  e la dimensione del vertice di O.

Osservazione. Sia <E> una rigata razionale allora (cfr. [3])

® g* p  (0pi ® 0 pi (wO© ; . .  © ^ pi (^ _ 2 ) ) ;

Gli interi mi '> o per i =  1 , • • •, k — 2, sono invarianti birazionali della 
curva yé-gonale C; questi invarianti sono stati considerati da A. Maroni in [2] 
dove l’insieme [m1 y • • •} mk̂ ] è detto specie della curva /é-gonale C.

(2) Cfr. [6].
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