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Geometrie finite. — Una proprietà degli insiemi di pun ti di un  
piano di Galois caratterizzante quelli form ati dai pun ti delle singole 
rette esterne ad una conica. Nota di Beniamino Segre e Gabriele 
K orchmàros, presentata <*> dal Socio B. Segre.

SUMMARY. — The authors give the following characterization of the external lines to 
an irreducible conic of S2 (?: If every chord or tangent of an irreducible conic H meets a set 
of points in a unique point, then is necessarily given by all the points of a line external to £Ì.

While this result admits no analogue in the real field, a number of similar properties 
can be established or investigated in any Galois geometry.

In t r o d u z io n e

Alcuni interrogativi (cfr. [1], [3], [8]) emersi nello studio delle ovali e 
dei /é-archi, studio fondato nel 1955 da B. Segre e poi ampiamente svolto e 
generalizzato in varie direzioni dallo stesso B. Segre e dai suoi discepoli e 
quindi ulteriomente arricchito da altri Autori (secondo quanto, fra l’altro, 
risulta dalla monografìa [26] e dalla Memoria [27], le quali anche contengono 
un’ampia bibliografia sull’argomento a cui rinviamo, aggiungendo in più 
altri lavori elencati alla fine della presente Nota), si riconducono al problema 
di vedere quand’è che in un piano proiettivo S2>q di Galois un insieme di punti 
ha uno e un sol punto in comune con ogni corda o tangente di una medesima 
conica irriducibile di S2>q.

Sorvolando per brevità sugli interrogativi suaccennati e sulle risposte 
che ad essi potranno derivarsi dal presente lavoro, affrontiamo qui il problema 
testé formulato, col dimostrare (nel n. 2) come tutti e soli gli insiemi dotati di 
una siffatta struttura grafica rispetto ad una conica irriducibile di S2)Q non 
sono altro che le rette esterne alla medesima conica considerate quali insiemi 
di tutti i loro punti.

i. Dato un piano proiettivo S2>q di Galois, si considerino in esso una 
conica D irriducibile e un qualsivoglia insieme di punti tale che verifichi 
la seguente condizione:

U) ogni corda 0 tangente di Q incontra ££ in uno ed un solo punto. 

È subito visto che sussiste allora la relazione
i) eàP n  ß  =  0 •

Premettiamo ancora il fatto non banale che
ii) J?, in conseguenza della U), consta necessariamente di q +  1 punti.

(*) Nella seduta del 14 maggio 1977.
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Dimostrazione. Posto per abbreviare \3? \ ~  kì si tratta di provare che 
le U) e i) implicano la

(1) k =  q +  i .

Mostriamo anzitutto che è

(2) k >  q +  i .

A tal uopo, fissiamo un punto Oe !Q; in base alla i), è certamente O $ 3?. 
D’altro canto, ciascuna delle q +  1 rette r di S2jff uscenti da O risulta una corda 
od una tangente di Q; inoltre, in virtù della condizione U), ogni r in co n tra i 
in uno ed un sol punto, P, certamente distinto da O. Poiché dunque r — OP, 
a rette r distinte corrispondono punti P distinti. Il numero dei suddetti punti 
P (di Ĵ 7) vale quindi esattamente q -{-1, onde segue la (2).

Stabiliremo la proposizione ii) -  dianzi annunciata -  per assurdo, sup
ponendo che non valga (1); in virtù deha (2), sarà dunque

( 3 ) k  > q  2 .

L’insieme T delle rette  ̂ di S2 q che sono corde o tangenti di Q consta mani
festamente di

(4) ' ° i r i ~ ( ? + ' ) + & + ' ) -

rette. Esso si decompone in k sottoinsiemi Tp, con P e if , denotando con TP 
l’insieme delle rette di T che contengono P; e tali sottoinsiemi sono a due a 
due disgiunti, in virtù della condizione U). Se dunque poniamo tP =  | TP | , 
risulta

(5) t =  •

Distinguiamo ora due alternative, secondoché q è pari o dispari.
Se q è pari, P può coincidere o meno col nucleo di Q; ed è subito visto che 

rispettivamente si ha

tp — q -J- i , tP — i +  q\2 , 

onde in ogni caso risulta sicuramente

t-p > 9 +  1 
2

Se q è dispari, il punto P [certamente non situato su £5 in forza déliai)] 
può essere esterno od interno rispetto ad £ì; e si noti che esistono di sicuro 
punti P del primo tipo, ciascuno ottenibile a norma della U) come intersezione



di &  con una tangente di Q. È subito visto che in quei due casi si ha rispet
tivamente
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/p  —  2 > q +  I h  — q +  i .
2

Sia nell’una che nell’altra delle due alternative sopra indicate, le (5), (3) 
forniscono dunque subito

t > k g + 1 >  ü  + 2) .
2 2

Ma ciò è in contrasto con la (4); e questa contraddizione dimostra l’asserto.
Con una lieve modificazione del procedimento introdotto da B. Segre [11] 

nel dimostrare il suo ormai classico teorema sulle ovali di un piano di Galois 
d’ordine dispari, proviamo ora che:

iii) I  lati di un qualunque triangolo con vertici giacenti su £2 incontrano 
3? in tre punti allineati.

Dimostrazione. Denotato con A ± A2A3 un qualsivoglia triangolo inscritto 
in £2, si assuma Aj A2A3 quale triangolo fondamentale di un sistema di coor
dinate omogenee (pcx , ;r2 , #3) in S2>q :

At : ( 1 , 0 , 0 ) ,  A2 : (o , i , o) , A3 : (o , o , 1) .

Introdotti per comodità espositiva i punti

b1==a 2a 3 o j ^ ,  B2 =  A3 A] n  ££, b 3 =  Aj A2

[definiti univocamente e distinti dai punti A in forza delle U), i)], le loro coor
dinate omogenee risultano necessariamente della forma

Bi • ( 0 , 1 ,  bi) , B2. (b2, o , i) , B3 : (1 , bz , o) ,

con bx , b2 ì bze GF (q) e bx b2 bz -=£■ o.

Denoteremo con P uno qualunque dei q ■— 2 punti di £2 distinti dagli A 
e con r una qualunque delle q — 1 rette di S2>? passanti per uno fissato ed 
un solo dei punti A. Tali rette -  complessivamente in numero di 3 (q •— 1) -  
saranno quelle rappresentate dalle singole equazioni

■^3 —  [̂ '■ 2̂ ì  ,  ^ 2  "— " ì

ove [x è un parametro -  coordinata della r  nel fascio di centro il punto A 
ch’essa contiene -  assumente una ed una sola volta tutti i valori non nulli 
del campo GF(^) base di S2jff ; in virtù di una nota estensione del teor. di Wil
son, il prodotto di tali valori fx uguaglia sempre (— 1)« (cfr. [11], [26] § 5).
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Rileviamo ora che le tre rette

AljBj ! Xq   b Xg j AgBg * ^1 '—" 2̂ ^3 J AlcjBjj 1 #2 “— 3̂ Xj

possono precisamente ottenersi dalle 3 (q -— 1) rette suddette coll’omettere le 
3 (g — 2) rette del tipo AXP , A2P , A3P. In virtù del teorema di Ceva, 
il prodotto delle coordinate relative alle tre rette congiungenti Ax, A2, A3 
con uno stesso punto P non situato su nessun lato del triangolo AÌA2A3
vale precisamente 1; ne consegue che bì b2ba =  (-— i)3?, e quindi

( i , se q è pari,

( ■—■ i , se q è dispari .

Questa conclusione prova appunto Tallineamento dei tre punti B.

2. Siamo ormai in grado di raggiungere l’intento dichiarato nell’Intro
duzione, ossia di dimostrare il seguente

TEOREMA. Condizione necessaria e sufficiente affinché, in un piano proiet
tivo S2>q di Galois, un insieme dd di punti abbia uno ed un sol punto in comune 
con ogni corda 0 tangente di una fissata conica Q irriducibile di S2 qì è che dd 
risulti costituito da tutti e soli i punti di una retta di S2 q esterna ad £2.

Dimostrazione. La condizione è manifestamente sufficiente.
Per vederne la necessità, converrà distinguere il caso pari (,q — 2*) da 

quéllo dispari (q =  p l , p  > 2  primo). Osserviamo che in ciascun caso, avuto 
riguardo alla iii), ogni triangolo inscritto in Q individua tre punti distinti fra 
loro a l l i n e a t i  appartenenti ad dd, ciascuno intersezione di dd con uno dei 
lati del triangolo; poiché O contiene in tutto esattamente q +  1 punti, così è 
chiaro che il numero n delle terne di punti di £d ottenibili nel modo anzidetto 
soddisfa alla

Supposto anzitutto q p a r i, e cioè ammesso che il campo base di S2>3 
abbia la caratteristica

(7) p =  2 ,

per dimostrare il teorema basterà stabilire che nella (6) vale necessariamente 
il ségno di uguaglianza. Ed invero, supposto

poiché -  in base alla ii) -  il numero delle terne di punti distinti di dd risulta 
allora uguale ad n, così ognuna di queste terne è una di quelle che provengono 
(nel modo indicato nel precedente capoverso) da un triangolo inscritto in O, 
e consta pertanto di tre punti allineati; e si conclude che i q +  1 punti di
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essendo a tre a tre allineati, sono i q -f 1 punti di una retta, la quale poi -  in 
forza della i) -  non può che risultare esterna ad Ù.

Potremo dunque -  nel caso attuale che valga la (7) -  dimostrare il teorema 
ragionando per assurdo, coif ammettere che non valga la (8), ossia suppo
nendo che nella (6) debba prendersi lo stretto segno di disuguaglianza. E questo 
implica che esista (almeno) una terna Ba , B2, B3 di punti allineati di J^, otte
nibile nel modo indicato a partire da due diversi triangoli A 1A2 A3 ed A* A2 A3 
inscritti in fi, per cui varranno ovviamente le

b1 - a 2a 3 n ^  =  A2A3 n'se 

(9) b 2 =  a 3a ,  =  a* Ai
B3 =  Ax A2 =  A* Ag C\S£ .

In virtù del teorema di Desargues (cfr. per esempio [20], n. 101), le tre rette 
A] A* , A2 Aj , A3 A3 concorrono in un punto, Q, il quale manifestamente non 
può stare su fi nè essere il nucleo di fi.

Consideriamo ora Tomologia di centro Q che trasforma in sè la conica fi, 
la quale risulta involutoria e non identica. In forza della (7), quest’omologia 
è speciale, avendo per asse la (unica) tangente di fi che esce dal punto Q. 
Questo asse contiene i tre punti (9), il che contraddice però l’ipotesi che ogni 
tangente (o corda) di fi incontri in un sol punto. La contraddizione a cui 
siamo così giunti prova il teorema nel caso pari.

Esaminiamo infine il caso in cui q sia d i s p a r i .  Attualmente la parte 
conclusiva della dimostrazione svolta per il caso pari viene a cadere, onde 
converrà ricorrere ad ulteriori argomentazioni in cui interverrà la nota esten
sione del teorema di Pasch ai piani di Galois, secondo la quale (cfr. [15], n. 14):

Dato un piano proiettivo S2 q di Galois d'ordine q dispari, supponiamo 
che A , B , C siano tre punti distinti di una conica irriducibile di S2>q. Se r 
denota una qualunque retta del piano non passante per nessuno di essiì allora 
i tre punti segati su r dai lati del triangolo ABC risultano tutti esterni oppure 
due interni ed uno esterno rispetto a .

Incominciamo lo studio del caso dispari, coll’osservare che -  come im
mediata conseguenza della condizione U), delle i), ii) e del fatto che fi con
tiene q +  i punti -  necessariamente

iv) ££ consta di (q +  i)/2 punti esterni ed altrettanti punti interni ad fi 
[e si noti che, q essendo dispari e quindi >  3, risulta (qA~ i)/2 >2] .

Rileviamo poi che, dalle iii), iv) e daba richiamata estensione del teo
rema di Pasch, segue subito che:

v) Scelti ad arbitrio due distinti punti Bj , B2eJ£? interni ad Q, ogni 
punto A3 e fi viene ad individuare uno e un solo triangolo A1A2 A3 inscritto 
in fi ed avente i due lati A2 A3 e Ay A3 passanti rispettivamente per B3 e B2 ; il 
terso lato AjA2 di un tale triangolo incontra ££ in un punto B3 allineato con 
Bj e B2, il  quale risulta esterno ad fi.
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Mostreremo ora che, con le notazioni dell’ultimo enunciato, se A3 percorre i 
q +  i punti situati su Ü e si costruisce di volta in volta il punto B3 d’inter
sezione di e del lato Ax A2, tale B3 percorre esattamente due volte i (q +  i)/2 
punti di SÉ esterni ad O. Da qui discenderà che i (q - f  i)/2 punti diJ£? esterni 
ad Q giacciono su di una stessa retta, ottenibile come congiungente due punti 
distinti scelti ad arbitrio fra i punti di «£? interni ad Q; tale retta non potrà 
mutare cambiando la scelta di questi due punti, ond’essa s’identificherà neces
sariamente con Se e sarà esterna rispetto ad Q, onde il teorema.

Per completare la dimostrazione procederemo per assurdo, ammettendo 
che -  fra i q +  1 triangoli inscritti in Q individuati da un punto A3 nel modo 
descritto in v) -  se ne abbiano tre distinti e tali da formare a due a due una 
figura di Desargues dotata dell’asse di omologia B ^ .  Si ottengono così tre 
diverse omologie trasformanti quei tre triangoli a due a due l’uno nell’altro, e 
quindi trasformanti in sè la conica O. Ciascuna di tali omologie risulta pertanto 
armonica ed ha necessariamente per centro il polo della retta B ^  rispetto 
ad Ü. Ma allora quelle tre omologie si riducono ad una stessa omologia, il 
che non può essere; e questa contraddizione prova l’asserto.

Tralasciamo di investigare se il teorema testé dimostrato continui a sus
sistere o meno, quando in esso il piano S2̂  venga sostituito da un p i a n o  
l i n e a r e  (destro o sinistro) sopra un dato corpo i n f i n i t o  (nel senso di 
[20], n. 81). Osserviamo solo al riguardo che una risposta affermativa per il 
caso in cui si assumesse quale corpo il campo reale, verrebbe ad avere notevoli 
applicazioni astronomiche; tuttavia si può dimostrare che la risposta in que
st’ultimo caso risulta n e g a t i v a ,  ciò che viene a rendere per contrasto 
ancor più significativo il nostro teorema.

Osservazione. — Il precedente teorema suggerisce di investigare gli 
insiemi di punti di S2,g soggetti a condizioni un po’ m e n o  r e s t r i t 
t i v e  di quelle ivi ammesse per essi. Così, ad esempio, una semplice analisi 
diretta mostra che (almeno) per p  =  q =  2 quel teorema continua a sussistere 
se, nelle relative ipotesi, in luogo di « ogni corda 0 tangente » di Q ci si limita a 
considerare ognuna di tali rette ad eccezione di una sola di esse.

Del pari si vede agevolmente che (almeno) per p  =  q =  2 vale il  teorema 
che si ottiene dal suddetto col porre nelle relative ipotesi, in luogo di « ogni corda 
0 tangente », « ogni retta esterna o tangente » rispetto ad Q (mentre invece il risul
tato c e s s a  di  s u s s i s t e r e  qualora tali ipotesi vengano ammesse per 
tutte queste ultime rette t r a n n e  u n a ) .
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