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Geometrie finite. — Sui k-insiemi di S3>q di tipo {in -— i) <7 +  1 , 
nq-\- 1)2(,)- Nota di A l e s s a n d r o  B ic h a r a ,  presentata ̂  dal Socio 
B. S e g r e .

SUMMARY. — This paper deals with k-sets in S3>? such that every plane meets them 
at either {n— 1) q +  I or nq +  I points (2 <  n <  q). Thus, with suitable graphic con
ditions, we obtain a new characterization of the hyperbolic quadrics and of the hermitian 
varieties in S3q .

I. I n tr o d u zio n e

Sia Srtq (r >  3 , q =  p h , p  primo) uno spazio di Galois di dimensione 
r  ed ordine q. In [5] (cfr. anche [6]) sono introdotti i concetti di caratteri, 
classe, tipo, specie e grado di un k-insieme di STfQ.

Diremo che un /è-insieme K di S3  ̂ è un kn se esso è di tipo {{n — 1) q +  1 ,nq-\-  i)2, 
con i < n < q -\- 1. Una forma hermitiana di S3 ^, con q quadrato, è un kn con n — }/q +  1 
e k =  yqq2 +  +  I ) ç +  1 • Le quadriche non singolari di S3>(? sono dei kn con n — 1,
k =  q2 +  i (quadriche ellittiche) ed n =  2 , k =  (q +  i)2 (quadriche iperboliche). I kn sono 
dunque una generalizzazione di questi esempi classici.

Per quanto provato in [io], Prop. V, se in Srq esiste un kn è necessariamente r — 3 
(altrimenti risulterebbe (n — 1) q +  1 =  [1 +  (q +  1) (q i  )!q) — q]/2 e ciò è manifesta
mente assurdo). I kx di S3  ̂ sono stati completamente caratterizzati in [11], ove, tra l’altro, 
è provato che ogni kx di SSq è necessariamente una retta oppure è una (q2 +  1 ̂ -calotta 
(<onde, se q è dispari, è una quadrica ellittica). Infine, in S3̂  non esiste alcun kq+1 perché il 
complementare di un siffatto insieme, supposto esistente, sarebbe di tipo (o , q)2 e ciò è assurdo 
per la Prop. XIV di [6]. Possiamo dunque supporre 2 < n < q.

In questo lavoro ci occuperemo appunto dei kn di S3^ con:

( l i ) 2 < n  < q  .

Nel n. 2 studieremo alcune proprietà di tali insiemi e, fornendo una classe 
molto ampia di esempi diversi da quelli classici, proveremo che per ogni 
n verificante la (1.1) ogni S3>̂ contiene qualche kn .

Nel n. 3 esamineremo le sezioni piane dei kn per passare poi, nel n. 4, 
a studiare il caso n — 2; in proposito proveremo che:

I. Ogni k2 di S3i(1 è ad almeno quattro caratteri diversi da zero nella 
dimensione uno\ ogni k2 di S3̂  di tipo (a , b , c , d \  con d  >  q\2 + 7 /4  è 
una quadrica iperbolica. (*) (**)

(*) Lavoro eseguito nell’ambito del Gruppo Nazionale per le Strutture Algebriche 
e Geometriche del C.N.R.

(**) Nella seduta del 16 aprile 1977.
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Nel n. 5, esamineremo il caso n >  3. Studieremo poi i kn (n '>  3) veri
ficanti la condizione:

H) Esiste un piano n dello spazio secante il  kn in un insieme a due 
caratteri rispetto alle rette di 7u,

provando infine la seguente proposizione che dà, tra  l’altro, una nuova carat
terizzazione delle forme hermitiane:

II. Ogni kn (n 3) di S 3jQ è ad almeno tre caratteri diversi da zero 
nella dimensione uno\ ogni kn (n > 3 )  di S 3>q, a tre caratteri nella dimensione 
uno e verificante la condizione H è una form a hermitiana non singolare (onde 
q è un quadrato ed n =  ^ q -fi 1).

2. Prime proprietà  dei E  d i S3 ,q
Cominciamo a provare che:

III. Se K è un k n di S s q risulta necessariamente:

(2.1)

oppure q è dispari ed è:

(2.2) n =

k =  (n — 1) q2 +  nq -fi 1 ,

l ± ± , k ^ ì l ± L + , .  +  1 .

Dimostrazione. Dette x  ed y  le cardinalità degli insiemi di piani S3,ff 
secanti K in (n ■— 1) ^ +  1 ed nq +  1 punti rispettivamente, per la Prop. II 
di [6], risulta:

/ x  +  y  =  q* +  q* +  q +  \ ,

(2.3) < [(n—  i) q +  i ] x  +  (nq +  1) y  =  k (q2 f i  q +  1) ,

( (n-j— 1) q \(n •— 1) q +  1] x  -fi nq (nq +  1) y  =  k (k — 1) (q +  1). 

Se n f i  (q-fi  3)/2, il sistema ammette la sola soluzione intera:

(2.4) k =  y  =  (n •— 1) q2 +  nq +  1 , x  =  qz — (n — 2) q2 •— (n — 1) q .

Se q è dispari e n — (q +  3)/2, il sistema ammette due soluzioni intere, 
la prima delle quali è la (2.4) e la seconda è:

(2.5) n q + 3 k  =  X  ==
qz f i q

+  q1 y q3 + q

Dalle (2.4) e (2.5) si ha l’asserto.
Se r  è una retta di S3,̂  diremo che r  è l-secante K se lo sega in esatta

mente /  punti. Se tu è un piano secante K in mq +  1 punti (m =  n *— 1 , n) 
diremo che esso è (mq +  1 fisecante K. Proveremo ora che:

IV. Sia  K un kn di S3j? verificante la (2.1). Se r è una retta 
dello spazio, secante K in l  pun ti, per la quale passano esattamente / ' piani
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(nq +  i)-secanti K , risulta'.

(2.6) / ' =  / .

Dimostrazione. Il numero C delle coppie del tipo (P , 7r), ove P g  K — r  
e 7T è un piano per P ed r, può calcolarsi nei due modi seguenti: Per ogni 
P e K — r  passa uno ed un sol piano che lo congiunge ad r, onde C =  
=  I K — r \  — k — /. D ’altra parte ognuno degli V piani (nq +  i)-secanti K 
per r  possiede esattamente nq +  1 ■— / punti di K •— r e  ciascuno dei restanti 
q +  i ■— T piani per r  possiede ( n -— 1) q fi- 1 —  l  punti di K non su r, 
onde è C =  V (nq +  1 — /) fi- (q +  1 — /') [(n — 1) q +  1 •— /]. Dalla (2.1) 
segue allora l’asserto.

Mediante considerazioni analoghe si prova che:

V. Sia  K un kn di S 3>q verificante la (2.2). Se r è una retta dello spazio, 
secante K in l  pun ti, per la quale passano esattamente f  p iani (nq +  1)- 
secanti K, risulta'.

(2.7) / '  =  /  —  i .

Dalle Prop. IV e V si ha subito che:

VI. Sia  K un kn di S3 q ed r  una retta dello spazio. Se K verifica la
(2.1) per r  passa almeno un piano (nq fi- 1)—secante K se, e solo se, essa sega 
K in almeno un punto e per r  passa almeno un piano [(n — 1 ) q fi- 1 ]—secante 
K se, e solo se, essa contiene un punto non di K. Se K verifica la (2.2) ad 
r appartiene almeno un punto di K e per essa passa almeno un piano 
[(n— 1) q fi- i ]—secante K; per r  passa un piano (nq +  1)—secante K se, e 
solo se, essa sega K in almeno due punti.

Di fatto, in ogni S3?̂ , quale che sia n (con 2 < n  <q) ,  esistono dei kn . 
U n esempio è dato dalVinsieme K costituito da tutti e soli i punti appartenenti 
ad (n ■— 1) q -fi i rette dello spazio, due a due sghembe. Ogni piano per una 
di talli rette sega K in nq fi- 1 punti ed ogni altro piano dello spazio è 
[(n-— 1) q fi- i]-secante K.

Un altro esempio si ottiene nel modo seguente. Si fissi una retta r  di 
S 3>q ed una biezione /  tra  l’insieme dei suoi punti e l’insieme dei piani per 
essa. Se P e r  sia f a * n__i una arbitrariamente scelta famiglia costi
tuita da n — i rette, due a due distinte tra  loro e da r, passanti per P e

si

verifica facilmente che ogni piano per r  0 per una delle rette d i 0t sega K 
m  nq fi- i pun ti e che ogni piano non contenente nessuna d i tali rette sega 
K m  (n —  1) q -f- 1 p un ti. Dunque K è un kn .

3. L e  s e z io n i p ia n e  d i  u n  kn d i  S 3>q

In questo numero studieremo le sezioni piane di un kn di S3>̂ . U n piano 
dello spazio sega il kn in un insieme K ' costituito da mq +  1 punti

contenute in /  (P) e sia ^  l’insieme di tali rette. Posto K : u (Cu)Ppr V 9=1 /



A lessan d ro  B ich a ra , Sui k-ìnsiemi di q di tipo ((n — i), ecc. 483

(m — n — i , n)\ ricordiamo che (cfr. [5] e [6]) K ' si dice dì classe [a , ß , y]x 
rispetto alle rette d i iz (a <  ß <  y) se ogni retta di tal piano sega K ' in oc o 
in ß o in y punti. Cominciamo a provare che:

V II. Sia  K un kn di S3jÿ e sia tz un piano (mq +  1 ̂ -secante K
(m — n — i , n). Se Pinsieme K ' =  K D iz è d i classe [a , ß , y]x rispetto alle 
rette d i 7r, s u  tal piano giacciono esattamente xm , y m , zm rette secanti K ' (e 
dunque K) in a , ß e y punti rispettivamente, ove:

(3-0 =

(3-2)- ym =

(3-3)

[mq — (y +  ß — 1) (q +  Q] -{mq +  i) +  yß (q2 +  q +  1) ^
(Y — a)(ß — a)

[(a +  y — 1) (q +  1) — mq] (mq +  i) — «Y (<? +  9 +  0
(y P) (ß a)

[mq — (oc +  ß — i) (q +  Q] (mg +  i) +  «ß (g2 +  g +  Q 
(Y — ß)(Y — «)

Dimostrazione. Per la Prop. II di [6] risulta:

i xm + y m +Zm =  ?2 +  g +  1 ,

(3-4) j rj-xm +  ßym +  y*m =  (mq +  i) (q +  0  ,

[ a (a — i) x m +  ß (ß — I) y m +  Y (y — 0  zm =  mq (mq +  0  •

Poiché a <  ß < y  il sistema (3.4) ha determinante dei coefficienti diverso 
da zero e quindi ammette una e una sola soluzione data dalle (3.1) , (3.2) 
e (3.3), onde l’asserto.

Se è x m =  o e y mzm 9^0 , K ' risulta di tipo (ß , y)x rispetto alle rette 
di 7z. Proveremo ora che:

V ili .  Nelle ipotesi della Prop. F / / ,  se K ' è di tipo■ (ß , y)x con ß >  2, 
risulta:

(3-5) Y =  y + * -

Dimostrazione. Deve essere xm =  o, onde per la (3.1), risulta 
(ß ■— 1) • (y —: 1) =  o (mod q), onde (poiché è q =  p h, con p  primo, ed è
2 <  ß <  y <,q  +  0  segue la (3.5) oppure è:

[ ß — i =  \ p z , i <  s <  h — i , X >  o , (X , p) =  i ,

(3.6) y — i =  VP*' , i <  e' <  h —  i , \l > o , ([x , p) =  i ,

. !■ £ *f S >  A .

Sia allora s" il non maggiore tra e ed s'. Dalla (3.1) e poiché x m — o si 
deduce (ß ■— i)(y -— 1) =  o (mod p hJr* ), onde, per le (3.6)' e (3.1), risulta:

(3.7) Xfi. =  o (mod p h+z _s~£ ) , h +  s" — s •— z >  o .
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Poiché X e (JL sono entrambi positivi e primi con p  la (3.7) non è mai veri
ficata e quindi la (3.6) è esclusa, onde Y asserto.

IX. Nelle ipotesi della Prop. V I I , se K ' è di tipo (ß , q +  1)1 , risulta 
necessariamente m  =  1.

Dimostrazione. È ovviamente ß >  o. Sia P un punto di tu non in K ' 
certo esistente perché mq +  1 < n q  f i  \ < q2 f i  q f i  1 per la (r.i). Le rette 
di 7u per P sono tutte ß-secanti K ' (perché contengono P e tz — K'); rette 
distinte per P contengono punti distinti di K ' e quindi le q +  1 rette per 
P su tu ripartiscono K ' in q +  1 insiemi, due a due disgiunti e contenenti 
ciascuno ß punti, onde è ß (q +  1) =  mq +  1; se ne deduce ß — 1 = 0  
(mod ed essendo o <  ß <  q +  1 risulta ß =  1 e quindi ß (q +  1) =  
=  q +  i =  mq +  I, onde l'asserto.

X. Sia  K un kn di S 3}Q e sia tu un piano dello spazio secante K in un
(mq +  I^-insieme K r di tipo (ß , fi)1 rispetto alle rette di tu. Se è ß >  1 ed
m  >  2 , K ' risulta necessariamente un arco hermitiano cioè un (q y q +  1 )—
insieme di tipo (1 , +  1)1 di n, onde q è un quadrato ed è:

(3.8) ß = i  , y =  i ç  +  1 , ™ =  i q -

Dimostrazione. Poiché è ß >  1, K ' è di classe [o , ß , y]i rispetto alle 
rette di tu, onde, per la Prop. IX e poiché è m  >  2, risulta T < 9; per la 
Prop. V i l i  è allora ß — 1. Dalla Prop. V i l i  di [7] segue che K ' o è un 
arco hermitiano ovvero è un subpiano TCŷ - di n. Ma tale seconda eventualità 
è esclusa perché 17Uŷ - 1 =  q +  ^q +  1, onde sarebbe K ' =  mq + 1  =  q + y ^  +  i 
e ciò è assurdo. Ne segue l’asserto.

4 . I l  CASO n  =  2

In questo numero studieremo i >è2 di S3 <z ovvero i ié-insiemi di tipo 
(q +  i , 2q  +  i)2 di S3fff . Proviamo all’uopo che:

XI. Se K è un k% di S3̂  esso verifica necessariamente la (2.1), onde è 
k — (q +  i)2* Inoltre esiste qualche retta dello spazio secante K in esattamente 
un punto ed esiste qualche retta esterna ad esso.

Dimostrazione. Quale che sia <7, risulta 2 f i  (q +  3)/2, ne segue, per 
la Prop. I l i ,  la prima parte dell’asserto.

Siano ora P e  K e Q e  S3>(? — K. La retta r  per P e Q è al più ^-secante 
K, onde, per la Prop. VI, esiste un piano tu , (q +  i)-secante K per r. Se 
ciascuna delle q +  1 rette di 7u per P possedesse un punto di K diverso da 
P, poiché P e K, il piano tu segherebbe K in almeno q f i  2 punti; deve allora 
esistere una retta di tu per P secante K nel solo punto P.

Sia R un punto di tu O K, diverso da P. La retta s, congiungente R 
a P, giace su tu che è (q +  i)-secante K e, quindi, per la Prop. VI, possiede 
un punto non di K e sia esso S. Una delle q rette di tu per S, diversa da
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s, è disgiunta da K (se ciascuna di esse segasse K in almeno un punto, 
poiché S ^ K  e la retta s è almeno 2-secante K, il piano tu conterrebbe 
almeno q +  2 punti di K), onde l’asserto.

X II. Se K è un k2 di S3>? esso è ad almeno quattro caratteri diversi 
da zero nella dimensione uno.

Dimostrazione. Se K fosse a due soli caratteri, per la Prop. XI, sarebbe 
di tipo (o , i)x e si ridurrebbe allora ad un solo punto; ma è i <  (q +  i)2 =  k.

Se K fosse a tre caratteri nella dimensione uno, sarebbe di tipo ( 0 ,1 ,  c \  
e ogni piano t  secante K in 2 ^  +  1 punti, per la Prop. VI, lo segherebbe 
in un (2 q +  i)-insieme di tipo (1, c \  rispetto alle rette di t ; per la Prop. X, 
risulterebbe (cfr. (3.8)) c = ^ q + i ym =  2 =  ^qi onde ^ =  4 , c =  3. Un 
piano tu secante K in q +  1 punti lo segherebbe allora in un (<q +  i)-iniseme 
di classe [ 0 , 1 ,  3]x rispetto alle rette di tu; su tal piano, per la Prop. V II, 
giacerebbero alloza zx rette 3-secanti K, con zx =  10/3 (cfr. (3.3)) ove si faccia 
m =  i ,<7 =  4,oc =  o , ß  — i , y =   ̂ =  3). Ciò è assurdo, dovendo essere z1 
un intero, onde l’asserto.

X III. Se K è un h2 di S3 q di tipo (o y 1 y c y d)ly risulta necessariamente 
c =  2, oppure è q >  4 e £ =  3.

Dimostrazione. Sia r  una retta ^/-secante K; poiché è d  >  o, per la Prop. 
VI, esiste almeno un piano (2 q +  i)-secante K per r  e sia esso t. L ’insieme 
K ' =  t D K  è di classe [1 , c , d]x rispetto alle rette di t (cfr. Prop. VI) e, 
per la Prop. V II, su tal piano giacciono esattamente z2 rette d-secanti K ' 
ove (cfr. (3.2)):

(4-0
2q ( 2q 1) — c(q2 +  2 q)

( d ~ c ) ( d —  i)

Poiché r  è una ^-secante IC su t , il secondo membro della (4.1) è posi
tivo, onde è: ; c <  4 — 6/ (q -f  2) <  4; essendo c un intero maggiore di 1, 
risulta c <  3 e, se q <  4 , c =  2, onde l’asserto.

XIV. Se K è un k.2 d i S3tg di tipo ( 0 , 1 , 3 ,  d)i > è necessariamente: 
d  < q \2, onde K non contiene rette.

Dimostrazione. Il numero delle rette ^/-secanti K e giacenti su di un 
piano t  , (2 q -f  ^ —secante K, è dato dalla (4.1). Poiché h e  — 3, risulta 
q >  4 (cfr. Prop. X III) e, se fosse d  — q +  1, dalla (4.1) si avrebbe z2 — 
— i + 2 l(q-— 2); poiché tal numero non è un intero per q >  4, risulta 
d  <  q +  i . Sia r  una retta ^-secante K e n un piano (<q +  i)-secante K 
per essa, certamente esistente per la Prop. V I e poiché d  < q  +  1; se P è 
uno dei q +  1 ■— d  ( >  o) punti di 7u D K non su ry l’insieme dei punti di 
7U D K, contenuti nelle d  rette congiungenti P ad r D K, ha evidentemente car- 
dinalità non inferiore a 2d  S  1 (poiché ciascuna di tali rette contiene due punti 
di K e dunque almeno tre, di cui due distinti da P e poiché P è un punto di K 
appartenente a tale insieme), onde è 2 < /+ i<  |7uD K |= ^  +  i, da cui l’asserto.
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XV. Se K è un  >è2 d i S3,q di tipo (o , i , 2 , <2^, ed è d  < q  +  1, cioè 
K non contiene rette, risulta d  <  q\2 +  7/4.

Dimostrazione. Sia x un piano (2 q -f- i)-secante K. Se P è un punto 
di x n  K, per esso passano almeno due rette distinte di x entrambe ^-secanti 
K (altrimenti, passando per P al più una retta di t , ^-secante K, le restanti 
q rette di x per P segherebbero K in al più un punto diverso da P e risul
terebbe I x D K I < d  +  q <  2 ÿ +  i == I t  n  K '|), e siano esse r  ed -s. Poiché 
| r U ^ D K  I =  2 (d ■—-1) +  i < 2 ^ + 1 ,  esiste un punto Qex D K non con
tenuto in r  U Per Q passano due rette distinte di x , r' ed s 'f entrambe 
distinte da r e s e  d - secanti K. È ovviamente:

(4.2) ( rU s D  K) U(r'  U s' D K) c  T n  K .

Poiché i due insiemi tra  parentesi nella (4.2) hanno al più quattro punti in 
comune e contengono ciascuno 2( d — i ) - \ - i  punti, dalla (4.2) si deduce 
2 [2 (d-— i ) +  i ] — 4 <  I t O  K I =  2<7 +  i , onde l’asserto.

XVI. Sia  K un k% di S 3>q di tipo (a , b , c , d)1% se è d  >  q/2 +  7/4, 
risulta a =  o , b — 1 , c =  2 , d  =  q 1. Inoltre per ogni punto P dello spazio 
passa almeno una retta 2—secante K.

Dimostrazione. Per le Prop. XI, X III, XIV e XV sr ha la prima parte 
dell’asserto.

Se P e  S3>0-— K, le qI 2 +  q +  r rette dello spazio per P sono la più 
2-secanti K; se ciascuna di esse fosse al più 1-secante K risulterebbe 
k  fS q2 + 1 +  i <  (q +  i)2 =  k\ per P passa allora una 2-secante K.

Se P e K, sia Q uno dei q3 ■— q punti dello spazio non di K; la retta 
r  per P e Q è al più ^-secante K e per essa passa almeno un piano 
7u, (q +  i)-secante K (cfr. Prop. VI). La retta congiungente P ad uno dei 
q punti di re da esso diversi è almeno 2-secante K e giacendo su n  è allora 
secante; K in esattamente 2 punti, onde Tasserto.

Dalle Prop. X II e XVI, per la Prop. V II di [6] (cfr. anche [1 ]) e poiché 
K non può contenere piani si ha la Prop. I.

5. I l  caso n >  3

Irt questo numero ci occuperemo dei kn di S 3tq con 3. Per la (1.1) risulta:

(5-0 3 < n < q  (3 <Ç) ■

Ogni kn è ad almeno due caratteri nella dimensione uno; se K è un 
kn a due caratteri rispetto alle rette, per quanto provato in [9] (e non 
potendo K, per definizione, coincidere con un piano o con il complementare 
di un piano), risulta:

I +  (ç2 +  q +  I) (3 +  j ç  +.ç jç )  _
(5.2)

2
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Poiché K verifica la (2.1) o la (2.2), non può verificare anche la (5.2), come 
subito si vede, eppertanto:

XV II. Ogni kn{n>_3) di S3)ff è ad almeno tre caratteri nella dimensione uno.

Proveremo ora che:

X V III. Se K è un kn (n > 3 )  di S 3>q di tipo (a , b , c \  , risulta neces
sariamente a >  i.

Dimostrazione. Se K verifica la (2.2) l’asserto segue dalla Prop. VI. 
Supponiamo dunque che K verifichi la (2.1). Se fosse a — o ogni piano 
T , (nq +  i)-secante K, lo segherebbe (cfr. Prop. VI) in un insieme di tipo 
(b , c \  rispetto alle rette di t , onde, per la Prop. X ed essendo b >  a =  o, 
risulterebbe q =  p 2z, b =  i i c = ^ q f i i , n = ^ q ;  ogni piano re secante K 
in (^q-— 1) q +  i punti conterrebbe allora, per la Prop. V II, esattamente

1 rette (q +  i)-secanti K, ove:

(5-3) =  f  —  +  —  +  -j  •

Poiché l’espressione a secondo membro nella (5.3) non è mai un intero per 
q >  i, si ha l’asserto.

Proveremo inoltre che:

X IX . Se K è un kn (n >  3) di S3>q di tipo (a , b , c \  e verificante la
(2.2), risulta necessariamente a > 2 .

Dimostrazione. Se fosse a —  1, per la Prop. VI, un piano t ,  secante 
K in ^  +  i punti, lo segherebbe in un insieme di tipo (b , c)ly con £ >' # =  1, 
rispetto alle rette di t; per la Prop. X ciò non può accadere, onde b a f i  1. 
Dalla Prop. X V III si ha l’asserto.

Ricordiamo (cfr. n. 1) che un kn (n"> 3) di S z>q verifica la condizione H se: 
H) Esistè un piano n dello spazio, secante il  kn in un insieme a due 

caratteri rispetto alle rette d i tz.

Proveremo ora che:

XX. Sia  K un kn di S3 q d i tipo (a , b , c \. Se K verifica la (2.2) ogni 
piano tz dello spazio lo sega in un insieme d i tipo (a , b , c \  rispetto alle 
rette d i tz, onde K non veridica la condizione H.

Dimostrazione. Per la Prop. X IX  è a >  2. Sia r  una retta ^-secante 
K; per la Prop. VI, per r  passano due piani distinti tz' e t ,  secanti K in 
(n •— 1)^ +  1 ed nq f i  i punti rispettivamente. Le sezioni tz' fi K e t  fi K 
sono di classe [a , b , c \  rispetto alle rette di tz' e t  (rispettivamente); per 
la Prop. V II, il numero delle rette di tz' e di t  «^-secanti K è dato da xn_x 
ed x n (rispettivamente). Poiché r a  tz' D t ,  risulta:
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Ogni piano re dello spazio sega K in un insieme di classe [a , b , c \  rispetto 
alle rette di re; per la Prop. V II e la (5.4), n contiene qualche retta ^-secante K.

Analogamente, essendo 2 <  a <  b <  c, si prova che ogni piano contiene 
qualche ^-secante e qualche ^-secante, onde l’asserto.

Procedendo come per la proposizione precedente, in forza delle Prop. 
X V III, VI e V II si prova che:

XXI. Sta  K un kn di S s>q a tre caratteri rispetto alle rette e verificante 
la (2.1). Se K non contiene rette, esso non verifica la condizione H.

Proviamo infine che:

X X II. Sia  K un kn (n >  3) di S 3>q. Se K è di tipo (a , b , c \  e verifica 
la condizione H , q è necessariamente un quadrato e risulta a — 1 , b =  n -= 
=  i q +  i y c =  q f i  i. Inoltre per ogni punto dello spazio passa qualche retta 
secante K in ^q f i  1 punti.

Dimostrazione. Per le Prop. I l l  e XX, K verifica la (2.1), onde, per 
la Prop. XX I, b c — q f i  1. Per la Prop. VI ogni piano 7u, secante K in 
(n •— 1) q f i  i punti, lo sega in un insieme di tipo (a , b \  rispetto alle rette 
di 7T. Poiché è a >  1 (cfr. Prop. XV III), per la Prop. X e la (5.1), q è 
necessariamente un quadrato e risulta: a =  1 , b — ^q f i  1 , n — 1 =  ^q. Pro
cedendo come per la Prop. XVI si ha la restante parte deir asserto.

Dalla Prop. X X II, per quanto provato in [3] e [8], si ha la Prop. II.
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