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Topologia. — Compatibilità ed equivalenze naturali di una topo
logia. N ota di M aurizio  F attorosi- B arnaba  <*> e L u ig i F. M a- 
m one, presentata <**> dal Socio B. S egre .

Summary. — We first extend, in the strongest possible way, a necessary condition for 
compatibility of a topology with an algebra obtained by the first author in a previous paper [14]: 
this extension is not yet sufficient for compatibility and so another approach to the charac
terization problem for compatibility is needed. An attempt in a new direction turns out to 
be successful but in an excessively general frame: in fact it leads to a new (as far as we know) 
characterization of continuity of a function between topological spaces.

i. Introduzione

Il presente lavoro prosegue lo studio iniziato in [14], di cui quindi si 
presuppone la lettura e si riprendono notazioni e terminologia, con una sola 
modifica: l’algebra 2% =  (2A ; F), associata ad 81 =  (A ; F), che in [14] veniva 
chiamata algebra isotipica delle parti di 81, verrà qui detta algebra di Frobe- 
nius di 81.

In [14] si mostrava, fra l’altro, che il fatto che l’equivalenza naturale su 
2A associata a T e f A, Ox , fosse una congruenza dell’algebra di Frobenius 
di 81 risultava essere una condizione necessaria, ma in generale non sufficiente, 
per la 8l-compatibilità di T.

Una prima osservazione che qui viene fatta è che tale condizione si può 
notevolmente rafforzare senza che tuttavia si riesca a raggiungere la sufficienza 
(vedi Teorema 1 e Corollario 1): si può anzi dire che finché si rimanga nell’am
bito di un’azione « interna », per così dire, alle equivalenze naturali di una 
fissata struttura algebrica (nel senso che le equivalenze naturali delle topo
logie èu un’algebra risultino essere congruenze dell’algebra di Frobenius 
associata) la condizione del Corollario 1 sia la più forte possibile.

Il fatto che questa non sia sufficiente spinge a considerare un’azione 
«esterna» della struttura algebrica sulle equivalenze naturali (nel senso che 
le operazioni pongono legami fra  queste, invece di agire su queste); in que
st’ordine di idee si giunge sì ad una caratterizzazione della 8f-compatibilità 
di una topologia T (vedi Corollario 2) ma in un ambito estremamente generale, 
tanto da risultare di fatto una nuova (almeno per quanto ne sanno gli Autori) 
caratterizzazione della continuità di una funzione fra spazi topologici (vedi 
Teorema 2): nell’esposizione si è preferito seguire un ordine logico e quindi 
il Teorema 2 precede il Corollario 2.

È opinione degli Autori che una opportuna combinazione di azione « in
terna » ed « esterna » di una struttura algebrica sulle equivalenze naturali

(*) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.S.A.G.A. del C.N.R.
(**) Nella seduta del 12 febbraio 1977.
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potrebbe condurre ad una caratterizzazione più soddisfacente della nozione 
di compatibilità.

Si è ritenuto, infine, fare cosa utile per il Lettore interessato a questi 
argomenti, fornendo una bibliografia abbastanza ampia sulla teoria delle 
algebre universali topologiche e questioni connesse, che contiene senz’altro 
tutti i riferimenti fondamentali anche se non ha, com’è ovvio, alcuna pretesa 
di essere pienamente esaustiva.

2. R isultati

Cominciamo col dimostrare un lemma, che estende un risultato già otte
nuto in [24] per operazioni binarie.

LEMMA i. Sia f  e A(AW> un'operazione n-aria su A, compatibile con una 
topologia T su A {ovvero f :  (An ; T (n)) (A ; T) è continua). Allora, per 
ogni ordinale oc, la corrispondente operazione n-aria sulla potenza &-ma di 
A , /  : (Aa)w -* A, e compatibile con T (a) (ovvero / :  ((Aa)w, (T(a))U)) —> (A ; T (a)) 
è continua).

Dimostrazione. Di routine: accenniamo comunque i passaggi fondamentali. 
S e a  =  o =  0 , A ° = i  =  {0} ~  {0} e T (0), avendo come base T° =  1, coin
cide con 2 =  {o , 1} =  {0 , {0}} =  IAo =  Dao ed è compatibile con ogni 
operazione finitaria su A0 (vedi Proposizione in [14]), quindi con / .

Se a =  w<o) ,  siano p{e A m (o <  i < n) e p  =  p 0- • - p ^ / e A ;  detto 
W un aperto in T (w) su A m tale che p e  W, poiché W è della forma
W =  U  (Zo X • • • X Z^_j) dove Z i ( J e J > o < k < m ) .  sono aperti in T su A, si 

iej
ha, per un certo j  e ] , p  e Z{ X • • • XZ;_,. Allora (kp0) • • - ( k p ^  f  =  kp e Z{ 
(o<  k <  m) e quindi esistono degli aperti in T su A , S| (o< i <  n , o <  k <  m), 
tali che S£ X, • • • X SjT1/* s  zi • Ponendo V{ =  S j X • • • X Sj,_i (o <  i <  n) si 
ha che pi e V4, aperto in T (m> su Am, e, poiché /  su A m agisce componente 
per componente, si ha

V0x • • • X V ^ / ,  =  (Sjx • • • x S ^ j)x  • • • x c s r 'x . ■. xS;-_\)/* s  

— (SoX • • • x s r v j x  • • • X(S^_xX • • • X S i l i / J  £  z jx  • . • X Z ^ c W .

Se oc >  co, si può ripetere la stessa dimostrazione con le modificazioni 
imposte dal fatto che la topologia prodotto (di Tichonov), nel caso infinito,

è tale che W =  (J  I JT I in cui si ha quasi ovunque (=  eccettuato un
j e j  \8<a /

numero finito di indici) Z£ =  A; ciò comporta che trovati gli S| (o < i  < n ,  
S <  a), intorni aperti di 8p{, si debba definire la famiglia

5i ( Ss se ZI ^  A  
bs =  <

( A  se =  A
(8 <  oc) ;
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che fornisce gli intorni aperti (in T {0° su Aa) di p i J Vi — J J  Ss, che con-
S<oc

sentono di raggiungere in modo analogo la conclusione desiderata.

TEOREMA i. Sia 81 un'algebra (finitaria)\ se T e gr̂  allora, per ogni ordi
nale a , T (a) 6 .

C o ro lla r io  i. Sia SI un'algebra finitaria:); se T e ^  allora, per ogni 
ordinale a , ®T(a) e [2{?ia)] .

Dimostrazione. L’asserto segue immediatamente dal precedente Teorema 1 
e dal Teorema 1 di [14].

La condizione del Corollario 1, necessaria per la Sl-compatibilità, estende, 
nel modo più forte possibile, la analoga condizione del Teorema 1 di [14] 
(che si ritrova per a =  1) e tuttavia non risulta ancora essere sufficiente, 
come mostra il seguente controesempio: sia R l’insieme dei numeri reali, 

=  (R ; +) > T la topologia costituita da 0  , R, e da tutti i sottoinsiemi 
cofiniti di R (tali cioè che i loro complementari in R siano finiti). È pressoché 
ovvio che T ^ e con facili calcoli ed argomentazioni di routine (che omet
tiamo per brevità) si constata che, per ogni ordinale oc , <DT<«> è una con
gruenza di 2(91<X).

Nasce allora spontaneamente la questione se un modo diverso -  « esterno » 
nel senso chiarito nell’introduzione -  di far agire la struttura algebrica sulle 
equivalenze naturali non consenta di raggiungere una caratterizzazione della 
compatibilità.

Ciò di fatto avviene, ma come riflesso di una caratterizzazione del concetto 
di continuità di una funzione fra spazi topologici in termini di equivalenze 
naturali. Questo è il contenuto del successivo Teorema 2, cui facciamo pre
cedere alcuni cenni di terminologia: diremo che una funzione /  : A —> B è 
(T , T '^-continua se tale è come funzione fra gli spazi topologici (A ; T) e 
(B ; T') e che adegua <D a T  ( $ e #  (A) , Y e S  (B)) se Of* c  Y, ovvero se 
(a , 6){e <D implica (a f , bf) e Y.

Teorema 2. Siano (A ; TA) , (B ; TB} due spazi topologici e sia f e  BA. 
Sono equivalenti le seguenti affermazioni:

(i) /  : A -> B e (TA , T ^-continua
(ii) /* : 2A 2B è (T ^  , TQ ^-continua

(iii) /* : 2A -* 2B adegua 0 Ta a 0 Tb .

Inoltre ciascuna delle (i), (ii), (iii) implica in generale la

(iv) / :  A -* B adegua ®ÏA a Ì>xB .

e, se Ta , Tb sono di clopen, allora (i), (ii), (iii), (iv) sono equivalenti.

Dimostrazione. Dimostreremo che in generale (iii) (i) -> (iv); poi che, 
nell’ipotesi che TA , TB siano di clopen, (iv) (iii): da ciò segue subito che
(ii) <-> (iii), ricordando la Pr oposizione 1 di [15] (in particolare l’equiva-
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lenza (ii) f-> (iii) ivi dimostrata) e l’osservazione, già contenuta in [14], che

(i) -* (iii): siano X , Y £ A tali che (X , Y) e 0 Ta ; allora 

X/* £ (XKt a) /* =  (YKTa) / .  £  (Y/J KTb
da cui

(X /JK Tb £ ( Y /J K Tb;

per simmetria si ottiene l’inclusione opposta, quindi (X/# , Y /J e <1)Tb .

(ih )-> (i): verifichiamo innanzitutto che, per ogni a e A,

CO

Infatti sc be (a t a)/# allora esiste c e a  Ta tale che c/=b; poiché «KTa=  cKTa 
allora ({a} , { /) e 0 Ta e da (iii) segue che {{af} , {cf)) =  (fa/) , {è}) e €>Tb cioè

che ^KTb =  (af) KTb , ovvero che b e Çaf) t b .
Sia ora X 9  A e si pensino le topologie come topologie di chiusi; segue

dal lemma di [14] che TA £  T . , TB £  T . : quindi esiste Y £  A tale che 
«>* T a  ' i n

x k Ta =  Y ta £  YKTa; d’altra parte da XKTa 2  Y segue XKTa 2  YKTa e 
quindi (X,Y)e<DTA. L’ipotesi (iii) implica allora che (X/* ,Y /J e <DTb, cioè che 
(X /J KTb =  (Y/J KTb. Dalla (1) e dalle osservazioni fatte, segue allora che

(XKTa) /* =  (Y®ta) /* =  ( u  {6**A ; b e Y}) / # =

=  U { (A a )/# : be  Y} £  U { ( b f f *  : b e Y} = ,

=  (Y/J®tb £  (Y/J KTb =  (X /J KTb .

(i) -»-(ivj: segue immediatamente dal fatto che (i) -> (iii) tenendo conto 
che /* conserva i singletons e che coincide, a meno dell’immersione
canonica a —> {a} di A in 2A, con la restrizione di 0 Ta ai singletons.

Se Ta , Tb sono di dopen allora (iv) —> (iii): segue dalla Proposizione 1 
di [15] che TA , Tb sono topologie di equivalenza, TA =  T0 e TB =  TY; quindi 
Kta =  K® e KTb =  K<p. Si tratta allora di far vedere che, comunque si scel
gano X , Y £  A , X® =  Y® implica (X /j 'r =  (Y /j 'J  nell’ipotesi che, per ogni 
x e A ,  *®/* £  (V)'F, ovvero che, per ogni Z £ A , Z®/# £  (Z /JT, ovvero 
ancora che, per ogni Z £  A , (Z®/JT =  (Z /JT (perché in generale, essendo 
Z £  Z®, si ha Z J  £  Z®/# e quindi (Z /JT £ (Z®/j'F).

La dimostrazione a questo punto è immediata:

X® == Y° implica (X /* f =  (XV*)T =  ( V / J T = & $ * . ' •

Si osservi che la implicazione (iv) —> ((i) o (ii) o (iii)) non può essere vera 
in generale, come deriva per esempio dal fatto che esistono funzioni non con-

13. — RENDICONTI 1977, vol. LXII, fase. 2.
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tinue fra spazi T 1 -  caso in cui (iv) è verificata da ogni funzione -  non discreti 
(uno spazio con topologia ^  e di clopen è necessariamente discreto).

Si osservi altresì che il procedimento con cui si dimostra l’implicazione
(iii) -* (i), che è la sola parte veramente non banale della dimostrazione, è 
una generalizzazione del procedimento con cui viene dimostrato il Teorema 3 
di [14].

COROLLARIO 2. Sia 81 =  (A ; F) uri algebra {finitaria) di tipo t  e sia 
TegrA- T e ^  sse, per ogni y <  o (t) , ( /T)* adegua O (Wy) a ®T.
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