ATTI ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

CLASSE SCIENZE FISICHE MATEMATICHE NATURALI

RENDICONTI

ANTONIO C. GRIOLI

Un teorema di reciprocita per le microstrutture con
deformazioni finite

Atti della Accademia Nazionale dei Lincei. Classe di Scienze Fisiche,
Matematiche e Naturali. Rendiconti, Serie 8, Vol. 62 (1977), n.1, p. 45-50.

Accademia Nazionale dei Lincei

<http://wuw.bdim.eu/item?id=RLINA_1977_8_62_1_45_0>

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale & consentito liberamente per motivi di
ricerca e studio. Non é consentito 1'utilizzo dello stesso per motivi commerciali. Tutte le
copie di questo documento devono riportare questo avvertimento.

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)
SIMAI & UMI
http://www.bdim.eu/


http://www.bdim.eu/item?id=RLINA_1977_8_62_1_45_0
http://www.bdim.eu/

Atti della Accademia Nazionale dei Lincei. Classe di Scienze Fisiche, Matematiche e
Naturali. Rendiconti, Accademia Nazionale dei Lincei, 1977.



ANTONIO C. GRIOLI, Un feorema di reciprociri per le microsirutture, ecc. 45

Meccanica dei continui. — Uz feorema di reciprocita per le micro-
strutture con deformaszioni finite ©. Nota di Antonio C. GrIOLI, pre-
sentata * dal Socio D. GRAFFI.

SUMMARY. — We state a criterion for existence of a stored-energy function from
which we will derive the stress in the case of microstructures with finite deformations. The
problem was examined by Truesdell in the case of classical continuous media and is

connected to the possibility of an extension of the classical Betti theorem to the case of
finite deformations.

Unlike what happens in the case of classical continuous media, we realise that the
existence condition for a stored-energy function in the case of microstructure, involves also
the stress, and precisely the part that characterizes the internal forces, but not the part
concerning couples and hyperstress.

1. Dopo averne scritto le equazioni di campo, si stabilisce un criterio per
lesistenza di un potenziale termodinamico da cui derivi lo stress nel caso di
una microstruttura capace di deformazioni finite.

La questione ¢ gia stata studiata da Truesdell ® nel caso dei continui
classici ed & collegata alla possibilita di una estensione del classico teorema di
Betti nel caso di deformazioni finite.

A differenza di quanto capita nel caso dei continui non orientati (continui
classici), si riconosce che la condizione di esistenza di un’energia potenziale
nel caso delle microstrutture (ed in particolare dei continui di Cosserat), fa
intervenire esplicitamente lo stress, e precisamente quella sua parte che carat-
terizza le forze interne, ma non quella relativa alle coppie e all'iperstress.

2. Si consideri un continuo le cui trasformazioni siano caratterizzate da
un campo di spostamenti #, e da un campo di matrici y,, ®. Siano C e C*
la configurazione attuale ed una di riferimento, P e P* punti corrispondenti
le cui coordinate rispetto ad una terna trirettangola levogira siano espresse
rispettivamente da x,,#,. La matrice v,, soddisfi alla condizione di regolariti
(Det |lv,s]l 7= 0) per cui sia decomponibile nel prodotto di una deformazione
pura E,, (E,, = E,,) per una rotazione R,,:y = RE.

Denotando con la virgola la derivazione rispetto alle x,, l'espressione
lagrangiana della densita di lavoro delle forze interne nel passaggio dalla con-
figurazione C ad una vicinissima C + AC, pud porsi nella forma @:

(1) ALY = I {yAy - B! AP! -+ TAE + T! AE ;}

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dei gruppi di ricerca matematica del C.N.R.
(**) Nella seduta dell’t1 dicembre 1976.
(1) Vedi [I].
(2) Per i preliminari cinematici vedi [II] e [III].
(3) Nella (1), al contrario che in [IIT] (4), non compare il fattore 1/D perché il suo
secondo membro rappresenta la densitd di lavoro in relazione all’unitd di volume della
configurazione di riferimento. Le matrici v, 8%, T, T! denotano variabili di stress, ed &:

l
Bg‘s = Bir Trs = Tor Ths= Tir'
Per maggiori chiarimenti vedi [III].



46 "Lincei — Rend. Sc. fis. mat. e nat. — Vol. LXII - gennaio 1977

con:
(2) n=0PR P =3ROPR; a=]z,,l

ove il simbolo ™ sta ad indicare il trasposto della matrice.
Tenuto conto di (2) e della:

ARy = eip; Riy Aoy
con Awy, vettore infinitesimo, la (1) porge con un'integrazione per parti:

(3) ALW = —‘j {(Vrs th),s Axh - [eihk Vg Rlcr Xi,s +
C*

+ % eom (Bs Ris Rin) 1] Awy + (— Ty + Thy ) AE,} dC* —

‘—f (rs Rip 2, Axe; + § ein By Ry Ry 12y Aoy, + Ti, ; AE,,) do~.

ove con o* si intende la superficie del continuo nella configurazione di riferi-
mento e con #; la normale interna.
Assumo come espressione del lavoro delle forze interne nel passaggio da

C a C+ AC, la:

@ AL® = [ (Fy Az + My B0y + My AE,) dC +

C*

+ f (o Aty + 1 Do + 72,3 AE,) do*

ove nelle forze F,, f3, nei momenti M, , 7, e nelle iperforze rappresentate
mediante le matrici M,, e m,, suppongo conglobato il contributo dovuto alle
eventuali forze di inerzia. Da (3), (4) seguono immediatamente le equazioni
di campo del continuo:

(s Ors Ri),s = 0F Vrs Rip 75 = f

6)  —emVsRirxis+ Fear GraRius Ry =0uMy % eon Brs Ris Rer 1y =12
@) Tt — Trs = Mg Tho 1ty = M.

D.alle [1I1] (10), [II1] (11), tenuto conto di [II] (33), e ricordando le note
relazioni:

K, %,

XTJ = D

1
‘l’n = _D_ 7‘rl 5,1
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si ottiene il legame tra le matrici v e P! e le classiche K (tensore di Piola-
Kirchhoff) e A

K, = v, R
(8) hs v hr

1
Ay = Jz‘ €ihk Brs Ry Ry

Tenuto conto delle (8), le (5), (6) danno le note equazioni di campo valide per
un continuo di Cosserat:

(5,) Khs,s = uF; Kps s = fa

(6" M1 — €ink %1, Kips = pMy, Ay g = 1y,

In definitiva le (5"), (6"), (7) sono le equazioni di campo valide per il continuo
sin qui considerato, di cui fard uso nel seguito.

3. Si sovrapponga al continuo deformato nella configurazione C, una
deformazione infinitesima AC mediante la sovrapposizione alla sollecitazione
esterna X (Fy, /5, My, my , My, , m,5) gid esistente di una sollecitazione infi-
nitesima AZ (AF,, Afy, AM,,, Amy,, AM,,, Am,). Da (53"), (6") e (7) si deducono
immediatamente le equazioni che legano AX alle variazioni delle matrici
n, P' e E, caratteristiche di AC:

3K, Ky, ¢ 2K, aK,,
—_ S AP _‘_i s
9 ¢
9K, aK,w : aKh 3K,
m— AP 5 ud
’ Af h ( Mg A Yipq + — P m + aE Aqu + qu, Aqu t) 74
N N I\ 7N
uAMh—( 1L Nty ot AR AR, AR, ) —
MMpg Prq Pa.t 1
" Cikk sz 8 chs + Xi,s (9 ks A Npg + —= aKks APtq -
Mpg oqu
(1o) ¢ K K
9 ks 2 ks
+ aEm R oy Em ¢ AEM t)]
I\ I\ I\ oA
Ay = R Ay MOAP;, 4 M AE " AE ”
1\ h ( Mg Tlpq + qu JE Pq + - qu : Pg,t
[ oT oT 3Tt
AM =( Ay —[— ’s AP’ + - AE + " _AE —_
W s Mg Tivg EDPM SE g Em t 178
oT. Ty t ITys 9Tys
(11 —(‘”" + 2 APy, + - AR, + AE,)
) a,nm Npg qu 3E - (44 equ,t Pq ¢
oT! aT oT! oTL, )
— 78 rs A ¢ 78
Aryg (T% Mg - 5t AP - ™ ARy P Ay
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Si sovrapponga al continuo in C un’altra arbitraria deformazione infini-
tesima AC’ (Ay’, APY, AE") mediante l'incremento AX’ della sollecitazione
esterna Z. Il legame fra AX' (AF; , Afy , AM;, Amy, , AM,, , Am,,) e AC sard
identico a quello che lega AZ e AC, dato dalle (9), (10), (11).

Fatte per brevitd di scrittura le seguenti posizioni:

(12) AT AC' = f w (AF; Az + AM; Awy, + AM,, AE,) dC* +
C-l-
+ J (Afy Az + Amy Acy, + Amy, AES,) do*
(I 3) AT AC = fp' (AF}’, Axh -+ AM,,, AO)], -+ AM;s AEsr) dC* +
C*

+ f (Afy Axy + Ay Aay, + Amyy AE,) do*

da (9), (10), (11), tenuto conto delle:
Axr,s + e Xo,s A(’)l = Ang Ry
Chrk Ris Rlcp APip = Awr,s,

applicando il teorema della divergenza si ha:

3K .
(14) AT AC' —AY AC = —f {(QK’“ Ry — = . th) Anpy Ang; +
Cr ay)pq ) Nsi
N, 3K
+ (erhk ay]hs Ry Rkp - :lp

pe op

th) (Anyg APL — Mgy APS) +

T Oy ) Aty AE], — Anyg AE,)) +
+ (Wm 3E,, Ryg) (A AE, Tpg AEs)

l 14
+ ( 93:73 - jé{ d th) (Ay)pq AE:’s,l - A’hm AE”»D +
pe 78,1

12 $

o s
+e7'h"7 ( a;\)hs Rm Rkp - N & Rﬂ) qu) AP;Q APGQ +

P “1op
+ ( 2;”‘1 — g’l R, R,m) (AP?, AE,, — APS AE,,) +
op Pa
oo Ms_ R R._) (APS AEL, ,— AP AE,,) +
+ oP* T Crhk B to ) (APge Alipg,: op S Lpg,t
op CLlepg,

e 9% ) AE,, AE;
(G = ) AT +
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3Tl anq ’ 14
LCE (AL, AE., ,—AE, AE
+ ( Squ 3Ers,l ( Pq ‘rs,l 'Dq rs,l) ’“l"
9T£ QT;,Q 7 }
P AE,, ,AE,, ;1 dC*—
T ( EYOR 3E,;, oL
—_ femo Ko (Ax, Aw, — Ax:,,l Aw,) dC*,

C*
Posto per brevitd di scrittura:

Kthm=§1 :"‘;cs) ’ erhkxthra Rkpzclo [ Cae,
(15) !

Trs=C37)""C45 ) Trs:‘C467"')C72

Npg =1,y y Pfxg:ym:"':yse»
(16)

Es=vn, " Ys ’ qu,t:ym:"',yw-
la (14) diviene:
(17) AZAC' — AY AC ——-j (icl ——Q—CB—) Ay, Ayé dC* —

Ve Wa
C*
——fe,pc Ko (Ax, Aw, — Ax:,,, Aw,) dC*
C*
con a,fB=1,2,-+72.
Da (17) si vede che l'esistenza di una funzione V (), tale che sia:

(15) =i (r=1,2,+,72)

equivale alla condizione che qualunque siano le Ay e Ay’ si abbia:

(10) ASAC' — A¥ AC = — f ero0 Koy (Mg, Aws, — Azl Aws,) dC*.

C*

Stanti le (15), (16), le (18) divengono:

2V
Kps Ry = — -
s
Vv
rnte Mg Rro Rko = 5
aPg,
(20) v
Trg ==
E,,
o oV .
, T = 9K,

4. — RENDICONTI 1977, vol. LXII, fasc. 1.
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Si conclude che condizione necessaria e sufficiente affinché le matrici di
stress derivino da un potenziale, secondo le (20), ¢ che il lavoro incrociato
A AC' — AY' AC soddisfi la (19) qualunque siano le deformazioni infini-
tesime AC e AC'.

Se il continuo & un continuo classico il secondo membro di (19) & sempre
nullo e si ritrova il teorema di Betti, con:

)\
B =
X h
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