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SEZIONE 1I
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Algebra. — Swll’ordine di un modulo finitamente generato e gra-
duato su un anello di polinom:. Nota ) di GIoRG10 ISRAEL e ANTONIA
MEeNDOLIA @9, presentata dal Socio B. SEGRE.

SUMMARY. — This paper deals with the order of the graduate module £ [X,,- -+, X, ]/
(fi» > Jm) where fy,- -, f is a £ [X,q,- -+, X, ]-sequence of polynomials. The general form
of Bézout’s theorem is deduced from the calculation of this order. An alternative proof of
this theorem is given, under the assumption that » = .

1. PREMESSA

Sia £ un campo, A =£[X,,---, X,] l'anello dei polinomi in 7 + 1
indeterminate e siano f;, -, f, (m < %) dei polinomi omogenei di A, di
gradi d; (1 < <m). Supporremo inoltre che f,---,f, sia una A-succes-
sione e ciot che sia soddisfatta la seguente condizione (v. [11], [4]):

(«) f; non divide lo zero in A/(fy, -, fi-1) A (ove f = 0), per ogni
(1 <i <m).
Dimostreremo che 'ordine del £ [X,,- -, X,]-modulo

M=% [XOJ"', Xn]/I’

ove I ¢ l'ideale generatodafy,- - -, f, € uguale al prodotto deigradi dy,d,,- - -, ).
Otterremo questo risultato costruendo il complesso di Koszul di A rispetto a
Ji,° "y /m oOvVvero una risoluzione libera di M. Mostreremo quindi come da
tale risultato possa facilmente ricavarsi la forma generale del teorema di

(*) Pervenuta all’Accademia il 27 luglio 1976.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del Gruppo Nazionale per le Strutture Algebriche e
Geometriche e loro Applicazioni del C.N.R.
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Bézout. E noto che la dimostrazione della forma classica di tale teorema (cor-
rispondente al caso in cui # = ) pud essere ricondotta alla dimostrazione del
fatto che la dimensione di M (come #£-spazio vettoriale) ¢ &, d - - - &,,; quest’ul-
tima dimostrazione & stata data da Samuel nel caso in cui #» = 2 (v. [9]).
Qui (n. 6) generalizzeremo questo risultato al caso di # qualsiasi.

Si noti preliminarmente che, se vale la («), I'altezza di I — che denoteremo
col simbolo 4z (I) (v. [11]) — & uguale ad 7. Da cid segue che 'ideale 1 & equidi-
mensionale, cioé tutti gli ideali primi ad esso associati hanno uguale altezza:
difatti, £ [X,,- -+, X,] &€ un anello di Cohen-Macaulay e, in un siffatto anello
ogni ideale proprio a generato da m elementi, ove m = /¢ (a), ¢ equidimen-
sionale (v. [7], § 5.3). Viceversa, se 42 (1) =m, f;, -, fu € una A-succes-
sione. Deve essere difatti 4z ((fy,- -+, /i) = ¢ (1 <7 <m). Allora ogni ideale
(f1, -+, /i) & equidimensionale, cioé ogni ideale primo ad esso associato ha
‘altezza 7. Pertanto, se ¢ < ,f;,; non appartiene ad alcuno di questi ideali,
altrimenti (f;,---,fi41) avrebbe altezza 7. Ne segue che (f;, -,/ fip1=
= (f1, -, f5), cioe fi, -, [ € una A-successione.

2. CALCOLO DELLA FUNZIONE CARATTERISTICA DI HILBERT

Iniziamo col calcolare la funzione caratteristica di Hilbert di M, che
denoteremo col simbolo % (I ;¢), e che esprime il massimo numero di forme
digrado ¢ in £ [X,," - -, X,] che sono linearmente indipendenti su £ modulo I.
Allo scopo costruiamo il complesso di Koszul K* (f) = K* (fi, o f) di A
rispetto a fy ,- - -, fu (v. {31, [9], [11]). Questo complesso ¢ notoriamente defi-
nito al seguente modo: se 7 =1, si pone Kp (f) = o, se p = 0, 1; si hanno
inoltre gli isomorfismi Ki (f) =~ K¢ (f) =2 A. Fissiamo un isomorfismo di A
in Ki' (f) e sia ¢ 'immagine di 1 in questo isomorfismo; si definisce allora il
morfismo bordo 3;: K& () — K¢ (f), ponendo 9, (a¢) = af (a€ A). In generale,
si pone: K* (F) = K* (f)®a - - - @4 K* (f,)- Se denotiamo con ¢; 'immagine
di 1 nellisomorfismo Kj (i) — Ko (f;) (1 <7 <m), si ha che Kj (f) & un
A-modulo libero generato da ¢;®- - ®e;, (I <4 < -<ip<m) ed &
isomorfo al prodotto esterno A? (A™). Il morfismo bordo 3, : K2 (f) — Ko (f)
¢ dato dalla formula:

? n
% (a®e,® - ®ei) = Dy (— 17 (i, )®(eq® - ®ei,® - ®eip)

s—1
ove il simbolo * indica che ¢; deve essere omesso. .
Nel nostro caso, essendo fj,' -+, f, una A-successione, il complesso di

Koszul & aciclico e precisamente, per i moduli di omologia Hj (f) =~
= Tor, (M, £), si ha che:

H;‘(f)=0, se p=>1

Hy (=M (v. [11], Prop. 2 e 3, Cap. IV-2).
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Se prolunghiamo il complesso di Koszul con l’omomorfismo naturale
K5 (f) = M, otteniamo una risoluzione libera di M. Si noti che, sotto le nostre
ipotesi, tale risoluzione deve arrestarsi dopo » - 1 passi; deve aversi cioe

che K (f) = o, per p >m (v. [13], Teor. 44, Cap. VII). In conclusione, si
ha la risoluzione:

o—-¥F,-F, 4> - -F,—>F,->M—o

ove F, = K2 (), (0 < p <m).

Passiamo ora al calcolo esplicito della funzione caratteristica. Ki (f) &
isomorfo alla somma diretta di 7 copie di A; precisamente K (f) =~ ® Ae,
ove 9, (e;) = f;. Si noti che ¢; & un generatore di grado &; su A. 1sism

K& (f) & isomorfo a ®  Af(e;®e;,); si noti che i generatori | che

1<y <ig<m

sono in numero di (7:)) hanno gradi &;, + 4, (1 < i < 4, < ).

Ingenerale, Kj (f) o~ 5] A(ey® - ®ey,), ove i generatori | che
1<41< <ip<m

sono in numero di 7;:)) hanno gradi &; +- - tdy, (1 <y <o+ < iy <),

Sia ¢ un intero tale che ¢ = d; +- -+ 4 4,. Consideriamo il £-spazio vet-
toriale F{® degli elementi di grado ¢ di F,. Si ha allora che

n+g.——-di1——-.‘.——dif).

dim; F? = (
1<41<0 - <dp<m ”n

Pertanto:

% (I,¢) = dim; M@ = dim; FY — dim; F® +- - - 4+ (— 1)" dim; F® =

_(7+7\ (q+n~di) (q+n——di1-—a’¢)
_( 7 ) ,;1 ” +15i1§25m 7 T

dr e (—1)m (? -l—n—-dl——..._dm)
n
OSSERVAZIONE. Si pud constatare facilmente che I'espressione soprascritta
di y (I;¢) fornisce il coefficiente di Y? nello sviluppo in serie di potenze
della Y, della funzione:

(1 — Y% (1 — Y% (1 — Vo))t — V),

3. IL METODO DELLE SIZIGIE

I1 calcolo della funzione caratteristica di Hilbert pud effettuarsi, in modo
sostanzialmente equivalente a quello gid esposto, con il metodo classico delle
catene di sizigie. In generale, se M & un £ [X,,- -, X,]-modulo, sia {x;};cr
un sistema di elementi omogenei che generano M su A = £2[X,,---, X,] e
sia F (M) il modulo libero generato su A da {x;};c1. Si possono allora consi-
derare le relazioni Za;x; = 0 (ove @; 7 0 per un numero finito di indici).
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I sistemi {@;};e: che verificano le relazioni anzidette, sono detti sizigie di M
e il modulo da essi formato & detto modulo delle sizigie S (M) di M. S(M) &
generato-dalla sizigie {@;};¢1 tali che @; sia omogeneo e gli x; @; abbiano lo stesso
grado. Il grado degli x; a; si dice grado del sistema di sizigie. Se S (M) non &
libero si pud ripetere l'operazione precedente costruendo il modulo libero
F (S (M)) generato da S (M) e il modulo delle sizigie di S (M), cio¢ S (S (M)) =
= S, (M). Cosi procedendo si costruisce una risoluzione libera:

o> F, M) > > F, M) >F (M) >-M —o

(ove F; (M) = F (S;3: (M), ¢=o0).

A norma di un teorema di Hilbert (v. [13], Teor. 43, Cap. VII), la risolu-
zione libera («catena di sizigie») si arresta al passo (# - I)-esimo cioé S, (M)
¢ un A-modulo libero.

In [2] vengono date delle formule ricorsive che permettono di costruire
esplicitamente le sizigie nel caso in cui il modulo M sia della forma
E[Xo, -y Xall(fa s+ s Sm), con le ipotesi da noi poste per fy,- -+, fm Precisa-
mente, considerato lideale (fi,-:-,fy) (1 <s<m), sia V{,---,V® una
successione di matrici; le colonne della matrice VI contengono i generatori
dell’z—esimo modulo delle sizigie di £ [X,, -+, X,]/(/1,* -, fs). Ovviamente
VP = (f,,-+,fy). Allora una catena di sizigie per lideale (fy, --,fsss) &
data dalle seguenti matrici:

VIR = (V0 oy = (fir o fusd)»

V(s+1) — VgS) l ('_‘ I)i_lfs+1U’
2 o ‘ Vg"ll ’

5 — 1)U
Vg-:—ll) = (< ng) ) )

ove U & la matrice unitaria.

Per determinare le dimensioni degli spazi vettoriali F{® (M) formati
dagli elementi di gradi ¢ di F; (M), basta determinare i gradi delle sizigie cor-
rispondenti. Un esame delle precedenti formule mostra come tali gradi (se
d; & il grado di f;) siano:

dy sy, per le sizigie di Fy(M);

di, +d,, <4 <i < mj, per le sizigie di F, (M);

ot +d, 1 <4 <o <4, <m),  per le sizigie di F,(M).
Se m = 1, una catena di sizigie per (f) ¢ data da (f) stesso.

Se m = 2, la catena & V = (f,,f), VD = ( ;.(2); i gradi dei si-
stemi sono rispettivamente &, ,d, € d; + ds. !
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Se m = 3, la catena é&:

—/fe —fs © Js
W=hrofd » VW=| A o —f ], W=|—A1
o f fe N

i gradi dei rispettivi generatori sono &, ,d,,ds;d; ‘- dy,dy +ds,ds + ds;
dy +dy + ds.
Se m = 4, la catena &
—fs —fs © f4 o o
S o —fs o f4 O

(4)2 A , @) —_ )
Vl (fl,fZ:fsxf) v o fl f2 o O f4
o} o 0] f1 f2 f3
Js —fa O o .
__f2 o —f4 (o] — fa
Ve _ A o) 0 — /4 , Vo Js ’
o —fs —fs o — /2
(o fl o —f3 fl
o o A S
e cosi via.

4. ORDINE DI M.

E noto che 3 (I ; ¢), per ¢ abbastanza grande, & un polinomio in ¢ di grado
pari a dim (M) — 1 (v. [7], Teor. 19 della sez. 7.10). Nel nostro caso dim (M) =
dim (I) = # -+ 1 — 4¢ (I) = # -+ 1 — m. Pertanto si ha che

X(I;9>:an—m (%_g__m) + @y (n——ZZ-——-I) ++al(f) + ap =

n—m

Zan—m"@;?_—m)-!— 44

@y si dice ordine di M e si denota col simbolo ord (M). Per calcolare
ord (M) nel nostro caso, basta tenere conto dell’espressione di y (I ; ¢) ricavata
nel n. 2. Se pensiamo y (I ; ¢) come un polinomio nelle &, ,- - -, d,, di grado ,
si vede subito che esso ¢ divisibile per il prodotto &, ---4, e quindi che
x(d;9) =dy-- dpg"™(e—m)! 4 - --. In conclusione, ord (M) = d; - - - d,.
Si noti che, se . =m, y(1;,9) =d; - dy.
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5. ORDINE DELLA VARIETA ALGEBRICA ASSOCIATA

. Sia V” una varietad proiettiva »—dimensionale dello spazio proiettivo P,
ove £ & un campo algebricamente chiuso, e sia I il suo ideale omogeneo asso-
ciato. Dicesi ordine di V, 'ordine del modulo M = £ [X,, -+, X,]}J/I. Si noti
che la funzione caratteristica y (I; ¢) ha grado ». Per 'ordine di M si ha che:

ord (M) = Y} ord £ [X,,- -+, X,l/pi» ove P & linsieme degli ideali primi
p;€P

associati ad I, di dimensione uguale a dim (M).

E noto che l'ordine di una varietd proiettiva irriducibile V* & uguale al
numero dei punti d’intersezione, contati con le rispettive molteplicitd, di V*
con una varietd lineare generica L® di dimensione complementare. Per la
dimostrazione di ci¢ si veda [9]. Supponiamo ora che V sia la varietd interse-
zione delle ipersuperficie di equazioni f; =o0,---,f, = o, con lipotesi che
Jis0 oy fm sia una A-successione. Tenendo conto della relazione soprascritta
per ord (M), si ottiene la seguente forma generale del teorema di Bézout:

date m ipersuperficie proiettive di Wy di ordini dy ,- - -, dy, (cioé espresse da
m forme fy, -, fm di gradi dy - - dy,), in posizione generica, la varietd interse-
gione ha ovdine dy - - - dy,

Si noti che l'ipotesi che le ipersuperficie siano in posizione generica signi-
fica che f;, - -+, fn & una A-successione (v. [12], Lemma 1 del Cap. IV).

6. IL CASO IN CUI # = m

La circostanza in cui # = m corrisponde al teorema di Bézout nella sua
formulazione classica. Precisamente: date » ipersuperficie proiettive di Py in
posizione generica esse si incontrano in un numero di punti uguale al prodotto
dei loro ordini, purché si contino i punti con le rispettive molteplicitd d’inter-
sezione. Di questo teorema sono state date numerose dimostrazioni, fra cui
tra le pill recenti, & quella di Northcott ([6]), che & conseguita ridimostrando
con altre tecniche una relazione provata in [8]. Un’altra dimostrazione ¢
quella data da Samuel ([9]) nel caso » = 2, dimostrazione che si basa sul
seguente risultato: .

" siano Vy,- -+, V,, » ipersuperficie proiettive di P} in posizione generica e
siano fj,---,f, le forme ad esse associate, costituenti una A-successione.
Se tutti i punti d’intersezione sono a distanza finita (cioé, se si pud supporre
che appartengano a P§ — {X, = o}) allora il numero di questi punti d’interse-
zione, contati con le rispettive molteplicita, ¢ uguale alla dimensione della
k-algebra £[X,, -+, X, 1/(g1, -, &xr)» ove g; & il polinomio non omogeneo
associato ad f;, ciod g; = f; (1, Xy, -+, X,) = %;.

La dimostrazione del teorema di Bézout & pertanto ricondotta al seguente
asserto algebrico: dati # polinomi gy ,- -+, g, in 2 [X,,- -+, X,,], di gradi rispet-
tivi &y ,- -+, dy, se il risultante R (g, ,- -+, g,) delle forme g; di grado &; che si
ottengono omettendo tutti i monomi di g; di grado inferiore, & non nullo, allora
dim £ [Xy -+, X,)/ (g1, 1 8n) =h -y
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La dimostrazione di tale asserto ¢ stata data da Samuel ([9]) nel caso
7 = 2. Vogliamo generalizzare tale dimostrazione al caso di #» qualsiasi. Per

fare cid mostreremo che dim £2[X,, -+, X,]/(g1, - -, £n) = dimp M@, per ¢
abbastanza grande (basta supporreg >d, +-- -+ d,), oveM = £ [X,, -+, X,]/
[(fis S ed fi (1 <7 <) sono le forme omogenee associate alle g,

ciot f; = Xg-gi (XyfXg,+y XofXg) = hgi, ove s & il grado di f;. Essendo
dim; M@ = ¢, - - - d,, il teorema sari completamente provato.

Consideriamo l'applicazione ¢ : M —M cosi definita: se g€ £ [X,,- - -, X,]
con § denotiamo la classe resto di g mod (f;,---,f,), allora ¢: 37— X, g
Dimostriamo che ¢ & un monomorfismo. Si tratta ovviamente di un morfismo.
Si tratta di mostrare che & iniettivo, cioé che, se Xo2 = &y f1-+ -+ @nfus
allora esistono @y, -+, a, € k[Xq, - -, X,] tali che g = afi +- -+ anfu

Se ge k[X,, ++, X,], poniamo Pad =g(0,X;, -, X,. Sia Xog=
=arfy + -4 anfy Allora aXfO 4+ 4 dOPF0 =0, II modulo delle
n—ple {0, .., a™ tali che dPfO ... 4 OFO —0 & generato dalle
n—ple (v. n. 3):

('_fz(O) s Afl(O) y O 4oy 0)
('_fé())) o ’ 1(0):"’;0)

( o "—f1§0) :fém:"':o) ecc.

Pertanto si ha che:

0 ) 0’ 0;
M- =%
ad =fO¢ oppute ) =04 ecc.
tal =0 (i=1,2), a’=0 (=1,3),

Esaminiamo il primo caso (gli altri si trattano analogamente).
Posto &4, = al‘ +gfs, by = ay—gf,, si ottiene: ¥ = g, + g S0 = — g +
+ gt =0; 8 =a — gV =g —Ag =0

Quindi 8, = X a1, by = X, as. Inoltre a; (7 #1,2) o & nullo, oppure ¢
divisibile per X, in quanto o = 0. Pertanto X,g = (4, — )i+
+ (b +gf)fe+asfs + -t anSfu= Xoaifl + Xo a;fz +--+ X, ﬂ;afn (ove
alcuni degli @; possono essere nulli). In conclusione g = ayf; +- -+ ap fp

Sia ¢ >d, +-+-+d,. Poniamo &,,---,d,=1¢ e siano b, ,---, & AD
tali che le loro classi resto in M‘? formino una base di M@. Sia &; la classe
resto di “6; in M = £[X,, .-, X,}/(g1, -, &n)- Se proviamo che b, ,---, &,
¢ una base di "M su £, il teorema sard completamente dimostrato.

Si osservi innanzitutto che dimy M@ = dim; M+, per ¢ abbastanza
grande; pertanto ¢ pud essere ristretto ad un isomorfismo ¢ : M@ — M@,
Ne segue che le classi resto di X5é&, ,---, X5 #, costituiscono una base di
M@+ per ogni » = 0. Da cid segue che i §; costituiscono un sistema di gene-
tori per ®M. Difatti, se §€ °M, ove g€ £ [X,,- -, X,], qualche X} (%¢) sara
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una forma di grado ¢ 47, di modo che X3 (%) = é o; Xo b; + oo fy +
"+ en Jn» per opportuni o;€ &,¢5€ £ [X,y,- -, Xz:]1 Allora X3 (*g) =
= ig w; “b; + %1%y 4+ - + %n %4, di modo che g = é:{ a; b;
Dimostriamo ora che i b; sono linearmente indipendenti su k. Se
Zt]a,“é =0, allora Zoc,, %y =% - cn Yy Allora X} Zazé =
- = XD f e+ Xs” (¢n)fn (con 7, sy,-+-,s,) opportuni). Ma allora

E ; X7 b; = 0 inM ‘e e gli X7 &; formano una base, per cui o; = 0 (1 <7 <#).
i=1
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