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RENDICONTI
DELLE SEDUTE

DELLA ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

Classe di Scienze fisiche, matematiche e naturali

Seduta de/1’8 gennaio J977 
Presiede i l  Presidente della Classe Beniamino Segre

SEZIONE I
(Matematica, meccanica, astronomia, geodesia e geofisica)

Algebra. — Sull'ordine d i un modulo finitamente generato e gra­
duato su un anello d i polinom i. Nota (*> di G io r g io  I s r a e l  e A n to n ia  
M e n d o l ia  presentata dal Socio B. S e g r e .

SUMMARY. — This paper deals with the order of the graduate module k [X0 , • • •, Xw]/ 
(/1 ’ * ' ' >fm)> where f x , • • • , fm is a k [X0 , • • •, X^]-sequence of polynomials. The general form 
of Bézout’s theorem is deduced from the calculation of this order. An alternative proof of 
this theorem is given, under the assumption that n — m.

i. Premessa

Sia k  un campo, A  =  k  [X0 , • • - , X n] T anello dei polinomi in n +  i 
indeterminate e siano / i , • • •, f m (m <  n) dei polinomi omogenei di A, di 
gradi di (1 Supporremo inoltre che f x , • • • if m sia una A-succes-
sione e cioè che sia soddisfatta la seguente condizione (v. [ n ] ,  [4]):

(a) f i  non divide lo zero in A /( /0 , • • A (ove f 0 =  o), per ogni
i  (1 <  i  <  ni).

Dimostreremo che l’ordine del k  [X0 , * * *, Xn]-modulo

M =  k  [X0 , Xw]/I,

ove I è l’ideale generato d a /x, • • • , / m, è uguale al prodotto dei gradi d1, , dm.
Otterremo questo risultato costruendo il complesso di Koszul di A rispetto a 
/1 »* * 'fimi ovvero una risoluzione libera di M. Mostreremo quindi come da 
tale risultato possa facilmente ricavarsi la forma generale del teorema di

(*) Pervenuta all’Accademia il 27 luglio 1976.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del Gruppo Nazionale per le Strutture Algebriche e 

Geometriche e loro Applicazioni del C.N.R.

1. — RENDICONTI 1977, vol. LXII, fase. 1.
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Bézout. È noto che la dimostrazione della forma classica di tale teorema (cor­
rispondente al caso in cui n =  m) può essere ricondotta alla dimostrazione del 
fatto che la dimensione di M (come ^-spazio vettoriale) b dxd2 - • • dn; quest’ul­
tim a dimostrazione è stata data da Samuel nel caso in cui n =  2 (v. [9]). 
Qui (n. 6) generalizzeremo questo risultato al caso di n qualsiasi.

Si noti preliminarmente che, se vale la (a), l’altezza di I -  che denoteremo 
col simbolo ht (I) (v. [11]) -  è uguale ad m. Da ciò segue che l’ideale I è equidi- 
mensionale, cioè tutti gli ideali primi ad esso associati hanno uguale altezza: 
difatti, k  [X0 , • • - , X%] è un anello di Cohen-M acaulay e, in un siffatto anello 
ogni ideale proprio a generato da m  elementi, ove m — ht (a), è equidimen- 
sionale (v. [7], § 5.3). Viceversa, se ht (I) =  f  ,• • •, f m è una A-succes- 
sione. Deve essere difatti ht ((fx , • • •,/$)) =  i (1 <  i  <  ni), Allora ogni ideale 
(/1 > ' * * >fi) è equidimensionale, cioè ogni ideale primo ad esso associato ha 
altezza i , Pertanto, se i  < m  f i+x non appartiene ad alcuno di questi ideali, 
altrimenti ( / j , • • - f i +ì) avrebbe altezza i, Ne segue che ( fi  r  9 ’f i )  f ì +1 =  
=  (fi , * * * ,/i) , cioè f i , • • • f m è una A-successione.

2. Calcolo della funzione caratteristica di H ilbert

Iniziamo col calcolare la funzione caratteristica di Hilbert di M, che 
denoteremo col simbolo %(I ; q)} e che esprime il massimo numero di forme 
di grado q in k  [X0 , • • •, Xn] che sono linearmente indipendenti su k  modulo I. 
Allo scopo costruiamo il complesso di Koszul KA ( / )  =  KA ( f x , • • • , / w) di A 
rispetto a f  , • • - , / m (v. [3], [9], [11]). Questo complesso è notoriamente defi­
nito al seguente modo: se m  =  1, si pone ( /)  =  0, se p  — o , 1 ; si hanno 
inoltre gli isomorfismi KA ( / )  ^  ( /)  ^  A. Fissiamo un isomorfismo di A
in KA ( / )  e sia e l’immagine di 1 in questo isomorfismo; si definisce allora il 
morfismo bordo \  : KA ( /)  KA ( /) , ponendo \  (aè) =  a f  (a e A). In generale, 
si pon^: Ka ( /)  =  Ka ( fi)®  a  * * * ® a  Ka ( /w). Se denotiamo con l’immagine 
di i nell’isomorfismo KA (fi)  —► KA (fi)  (1 <  i <  m), si ha che ( / )  è un 
A-modulo libero generato da eix® • • • ®eip (1 <  ix <  • • • <  ip <  ni) ed è 
isomorfo al prodotto esterno A27 (Am). Il morfismo bordo \  ( /)  —► K^_i ( /)
è dato dalla formula:

v
®  * * * ®&ii) == ( ‘ O  (fis Ì)®(^ÌX® ’ ’ ’ ®&is® * * * ®£'ip)

s—1

ove il simbolo " indica che eis deve essere omesso.
Nel nostro caso, essendo una A-successione, il complesso di

Koszul è aciclico e precisamente, per i moduli di omologia H£ ( / )  ^  
^  Tor^ (M , k)} si ha che:

Hp ( / )  =  o , se p > ï

( / )  =  M (v. [11], Prop. 2 e 3, Cap. IV-2).
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Se prolunghiamo il complesso di Koszul con F omomorfismo naturale 
KQ ( / )  M, otteniamo una risoluzione libera di M. Si noti che, sotto le nostre
ipotesi, tale risoluzione deve arrestarsi dopo n +  i passi; deve aversi cioè 
che Kp ( /)  =  o, per p > m  (v. [13], Teor. 44, Cap. VII). In conclusione, si 
ha la risoluzione:

r m—1 Fx —► F 0 -*M

ove Fp =  Kp ( / )  , (o <  p  <  m).
Passiamo ora al calcolo esplicito della funzione caratteristica. ( / )  è 

isomorfo alla somma diretta di m  copie di A; precisamente ( / )  ^  © Ae i9

ove (e£) =  f i . Si noti che è un generatore di grado d% su A.
Kg ( /)  è isomorfo a © A (^ © é ^ ); si noti che i generatori (che

sono in numero di j  hanno gradi d ix -f  d h (i <  ix <  i2 <  w).

Ingenerale, Kp ( / )  ^ e A (e ix

sono in numero di ^ j  1 hanno gradi ^  +  • • •

ove i generatori | che

-fidi (1 H <  * <  <  m).

Sia q un intero tale che q >  dx +  • • • -f Consideriamo il yé-spazio vet­
toriale degli elementi di grado q di F^. Si ha allora che

dim , F'«> =  S  ( n + q - " ^i± 
n

' dip)
Pertanto:

X (I , q) =  dim , M<«> =  dim , — dim , +  • • • + ( — i)* dim , F® 

(q +  n — d i \  A v  (q +  n

+  •

A +  2  /V +  n — d h — di2\
/ i<n<i2<^ \ ^  /

)
+

+   4
\  72

O sservazione. Si può constatare facilmente che F espressione soprascritta 
di x (I ; q) fornisce il coefficiente di Y q nello sviluppo in serie di potenze 
della Y, della funzione:

(1 — Y dl) (x — Y iz)- • -(i — Y dm)!(i —  Y)n+1.

3. Il metodo delle sizigie

Il calcolo della funzione caratteristica di Hilbert può effettuarsi, in modo 
sostanzialmente equivalente a quello già esposto, con il metodo classico delle 
catene di sizigie. In generale, se M è un k [X0 , • • - , X w]-modulo, sia {xì}ìe 1 
un sistema di elementi omogenei che generano M su A =  k  [X0 , • • •, X w] e 
sia F (M) il modulo libero generato su A da {xi}iEi. Si possono allora consi­
derare le relazioni yZai x i =  o (ove per un numero finito di indici).
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I sistemi {äi}ie I che verificano le relazioni anzidette, sono detti sizigie di M 
e il modulo da essi formato è detto modulo delle sizigie S (M) di M. S (M) è 
generato dalla sizigie {^}ieI tali che ai sia omogeneo e gli xi ai abbiano lo stesso 
grado. Il grado degli %i ai si dice grado del sistema di sizigie. Se S (M) non è 
libero si può ripetere l’operazione precedente costruendo il modulo libero 
F (S (M)) generato da S (M) e il modulo delle sizigie di S (M), cioè S (S (M)) =  
=  S2 (M). Cosi procedendo si costruisce una risoluzione libera:

------>Fn (M) -> •••->  Fx (M) -> F 0 (M) M -> o

(ove Fi (M) =  F (Si+1 (M)), /  >  o).
A norma di un teorema di Hilbert (v. [13], Teor. 43, Cap. V II), la risolu­

zione libera («catena di sizigie») si arresta al passo (n +  i)-esimo cioè SW(M) 
è un A-modulo libero.

In [2] vengono date delle formule ricorsive che permettono di costruire 
esplicitamente le sizigie nel caso in cui il modulo M sia della forma 
k  [X0 , • • •, Xw]/( /j , • • • , / w), con le ipotesi da noi poste per f x , • • • , / w. Precisa- 
mente, considerato l’ideale ( / x ,• • • , / , )  (1 <  s <  m), sia VÌs) , • • •, V^s) una 
successione di matrici; le colonne della matrice contengono i generatori 
dell’/-esimo modulo delle sizigie di k  [X0 , • • - , X n]l( fx ,• • * ,/s). Ovviamente 
Vis) == (/1 ,••*,/«)• Allora una catena di sizigie per l’ideale ( / 1 , •••,/*+1) è 
data dalle seguenti matrici:

v is+1) =  (V$5) , / 8+1) =  ( / ! , • • •  , / 8+l) ,

/ V f  I ( _ i y - v 8+au \
1 l  o I X / ’

8+1 l  v (/> ) ’

ove U è la matrice unitaria.
Per determinare le dimensioni degli spazi vettoriali F ^  (M) formati 

dagli elementi di gradi q di F$ (M), basta determinare i gradi delle sizigie cor­
rispondenti. U n esame delle precedenti formule mostra come tali gradi (se 
di è il grado di f i )  siano:

dx , • • •, dm , per le sizigie di F 0 (M);

dix +  d Ì2 (1 <  ix <  i2 <  m)> per le sizigie di Fx (M);

dii H------- b dip (1 <  ix <  • • • <  iP <  m), per le sizigie di Fp (M).

Se m =  i, una catena di sizigie per ( / )  è data da ( / )  stesso.

Se m — 2, la catena è: Vx2) =  ( f x , / 2) , V22) =  |  1 ; i gradi dei si­
stemi sono rispettivamente dl 9 d2 e dx +  d2. ' Jl
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Se m  =  3, la catena è:

— f i  O

v i8) =  (A ,/a ,A ) , v r  =  I A  o — A  I , v<8> =

o / i  A

i gradi dei rispettivi generatori sono d1 , d2 y d z ; d1 +  d2 , d1 +  dz , d^ +  dz ; 
+  dz +  d z.

Se ^  =  4, la catena è:

~ /a  —/a  o / 4 o o

A  o —A  o f t o

o A  A  o o / 4

o o o A  A  A

v?> =  (A ,A  .A  .A ) , V(4) =

Vo4) =

f s - A O O

- A O — f i O ■ /4
A O O - A

, V?> =
f s

O f i f s O - A
O A O fs A

O O A A
e cosi via.

4. Ordine di M.

È noto che x (I ; per <7 abbastanza grande, è un polinomio in q di grado 
pari a dim (NÈ) — 1 (v. [7], Teor. 19 della sez. 7.10). Nel nostro caso dim (M) =  
dim (I) =  n  +  i •— ht (Î) =  n  +  1 •— m. Pertanto si ha che

-- ( n '— m) !

+  • • • +  Oi J t ) +  a0 =  

+  * * * +  ao-

an_m si dice ordine di M e si denota col simbolo ord (M). Per calcolare 
ord (M) nel nostro caso, basta tenere conto deir espressione di x (I ; q) ricavata 
nel n. 2. Se pensiamo x (I ; ç) come un polinomio nelle d1 , • • •, dm) di grado m } 
si vede subito che esso è divisibile per il prodotto dx * • • dm e quindi che 
X (I î f )  — dx • • • dm qn~ml(n‘— m) ! +  •••.  In conclusione, ord (M ). =  dx • • • dm. 
Si noti che, se n  =  m, x (I î Ç) — dx • • • dm.
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5. Ordine della varietà algebrica associata

Sia V r una varietà proiettiva r-dimensionale dello spazio proiettivo P*, 
ove k  è un campo algebricamente chiuso, e sia I il suo ideale omogeneo asso­
ciato. Dicesi ordine di V, l’ordine del modulo M =  k  [X0 , • • - , X w]/I. Si noti 
che la funzione caratteristica x (I ; Ç) ha grado r. Per l’ordine di M si ha che: 
ord (M) =  2  ord k  [X0 , ••*, X n]\p.b ove P è l’insieme degli ideali primi

Vi* P
associati ad I, di dimensione uguale a dim (M).

È noto che l’ordine di una varietà proiettiva irriducibile Vr è uguale al 
numero dei punti d ’intersezione, contati con le rispettive molteplicità, di V r 
con una varietà lineare generica L,n~r di dimensione complementare. Per la 
dimostrazione di ciò si veda [9]. Supponiamo ora che V sia la varietà interse­
zione delle ipersuperficie di equazioni f i  =  o , • • • , f m =  o, con l’ipotesi che 

f i  r  * * >/m sia una A-successione. Tenendo conto della relazione soprascritta 
per ord (M), si ottiene la seguente forma generale del teorema di Bézout:

date m ipersuperficie proiettive d i P& di ordini d1 , • • - , dm (cioè espresse da 
m forme f i , • • • , f m di gradi d1 • • • dm), in posizione generica, la varietà interse­
zione ha ordine d1 • • • dm.

Si noti che l’ipotesi che le ipersuperficie siano in posizione generica signi­
fica che f i  , • • - , / w è una A-successione (v. [12], Lemma 1 del Cap. IV).

6. I l  caso  in c u i  n =  m

La circostanza in cui n =  m  corrisponde al teorema di Bézout nella sua 
formulazione classica. Precisamente: date n ipersuperficie proiettive di PjJ in 
posizione generica esse si incontrano in un numero di punti uguale al prodotto 
dei loro ordini, purché si contino i punti con le rispettive molteplicità d ’inter­
sezione. Di questo teorema sono state date numerose dimostrazioni, fra cui 
tra le più recenti, è quella di Northcott ([6]), che è conseguita ridimostrando 
con altre tecniche una relazione provata in [8]. U n’altra dimostrazione è 
quella data da Samuel ([9]) nel caso n =  2, dimostrazione che si basa sul 
seguente risultato:

siano V 1 , • • •, Vn n ipersuperficie proiettive di PjJ in posizione generica e 
siano le forme ad esse associate, costituenti una A-successione.
Se tutti i punti d ’intersezione sono a distanza finita (cioè, se si può supporre 
che appartengano a P j ' — {X0 =  o}) allora il numero di questi punti d ’interse- 
zione, contati con le rispettive molteplicità, è uguale alla dimensione della 
/è-algebra k [ X i ,• • •, X ^ ] /^  ,• • • ,gf)> ove gì è il polinomio non omogeneo 
associato ad f it cioè = /<  (i , X i , • • •, Xn) =  af t .

La dimostrazione del teorema di Bézout è pertanto ricondotta al seguente 
asserto algebrico: dati n polinomi gx r  ' ' > gn 'm  k [ X i , • • •, Xw], di gradi rispet­
tivi d i , ♦ • •, dnì se il risultante R {gx , • • •, gn) delle forme di grado d\ che si 
ottengono omettendo tutti i monomi di gì di grado inferiore, è non nullo, allora 
dim k [ X i r --, X n]j ( g i r  ■ -,gn) =  d i • • • dn.
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La dimostrazione di tale asserto è stata data da Samuel ([9]) nel caso 
n =  2. Vogliamo generalizzare tale dimostrazione al caso di n qualsiasi. Per 
fare ciò mostreremo che dim k  [X0 , • • •, X J / ( ^  , • • • ,g n) =  dim^M(ff), per q 
abbastanza grande (basta supporre ^ ><^1 +  • * • +  */w), oveM =  k [Xc, • • •, X n]l 
/(/1 ,• • - , / w) ed f i  (1 <  i <  n) sono le forme omogenee associate alle 
cioè f i  =  X s0-gi (Xj/Xo , • • - , X,(/X 0) =  hgi, ove j  è il grado di /*. Essendo 
dimfc M(ì) — ( f  ■ ■ ■ d n, il teorema sarà completamente provato.

Consideriamo F applicazione 9 :M  ->M  così definita: s e g e  k [X0 , • • - , X n] 
con g denotiamo la classe resto di g  mod ( /i  • * ,/w), allora 9 : g X0£\
Dimostriamo che 9 è un monomorfismo. Si tra tta  ovviamente di un morfismo. 
Si tra tta  di mostrare che è iniettivo, cioè che, se X 0<̂  — ^ i / i +  • • • +  anfn> 
allora esistono ax , • • •, an e k [X0 , • • •, X n] tali che g  =  àxf x +  • • • +  anf n.

Se g  6 k [X0 , • • •, X w], poniamo g (0) =  g  (o , X x , • • •, Xw). Sia X 0g  =
=  a1f 1 H—  • +  anf n. Allora d ^  +  * * * +  frP — °- H modulo delle
^-ple {<40) ,• • •, d®} tali che ^i0)/ i 0) +  • • • +  c^n.fn) =  o, è generato dalle 
^-p le  (v. n. 3):

( ~ f f > , / l 0) , 0  , • • • , 0 )

( - / f  , o o)

( o , — / 3(0) , A0), ■ ■ ■, o) ecc.

Pertanto si ha che:

U 0) = - / 2((V  U 0)= /IV
j 4 0) = / i ° V  oppure j 4 0) = / i (0).f ecc.

, a f  =  0 (7 = 1 , 2) ,  ( ß f  =  0 (7 = 1 , 3) ,

Esaminiamo il primo caso (gli altri si trattano analogamente). 
Posto b ,=  l , + g f t , h  =  az — e f i ,  si ottiene: =  ih +  g mA 0> =  — f f 1 g  +
+ uff =  o ; 4"> = <4°; =/,»V- J ? g  = 0 .

Quindi ^  =  X 0 ax , b2 =  X 0 #2- Inoltre (/ 9^ 1 , 2) o è nullo, oppure è 
divisibile per X 0, in quanto d ^  =  o. Pertanto X 0g  =  (£r — gfz) f i  +
+  (̂ 2 + ^ / i ) /2  +  ^3/3 +  * — b =  X 0 axf 1 +  X 0 ^2/2 +  • * * +  X 0 anf n (ove
alcuni degli ai possono essere nulli). In conclusione g  =  axf j  +  • • • +  anf n.

Sia q >  dx +  • • • +  dn. Poniamo dx , • • •, dn =  t e siano bx , • • •, bt e 
tali che le loro classi resto in M (ff) formino una base di M (Q,). Sia b$ la classe 
resto di abi in aM =  k [X2 , • • - , X n]/(gx , • • • ygd)- Se proviamo che bx , • • - , bt 
è una base di aM su k , il teorema sarà completamente dimostrato.

Si osseryi innanzitutto che dim& M (̂ } =  dim& M (q+1), per q abbastanza 
grande; pertanto 9 può essere ristretto ad un isomorfismo 9 : M (ff) —>M (ì+1). 
Ne segue che le classi resto di X r0 bx , X r0 bt costituiscono una base di 

per ogni r  >  o. Da ciò segue che i hi costituiscono un sistema di gene- 
tori per aM. Difatti, se g e  aM, ove g  e k  [Xx , • • - , X n], qualche Xo (V) sar^
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una forma di grado q +  r, di modo che X% (hg ) =  2  +  r , / ,  -f- • • •
t — 1

----- h cnfn, per opportuni oq 6 k, cò e k [X0 ,• • -, X„]. Allora Xg (ahg) =

— S  a* â i +  af i  a<ri +  • • • +  af n a<:nt di modo che g =  V, a,: h:.
i=l i= 1

Dimostriamo ora che i 5$ sono linearmente indipendenti su k. Se
t t t

2 ><°*< =  o, allora £  «<%  =  ci ‘/ i  + •  ' • +  cn %- Allora XJ £<*<»« =
* =  1 %= 1 i = l

=  Xo1 (h£i)fi H------- h Xo” (Acn) fn  (con r, sl t -- - , s n) opportuni). M a allora
t _____  _____

TI oc* Xj =  o in M (ì+r) e gli Xj| ^  formano una base, per cui oc; =  o (i <  ì <  £).
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