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SEZIONE I
(Matematica, meccanica, astronomia, geodesia e geofisica)

M a te m a tic a . — Filtrazione di un fluido in un mezzo non omo
geneo tridimensionale. N ota (*> di L uciano Carbone e A lberto 
V alli, presentata dal Corrisp. G. Stampacchia.

Summary. — We prove the existence of a unique solution for a free boundary problem 
relative to the stationary flow between two water reservoirs of different levels separated by 
a non-homogeneous dam with variable cross section.

Lo studio della filtrazione di un fluido è stato effettuato da Baiocchi [i], 
[2], Stampacchia [6], Caffarelli [4] in mezzi omogenei, e da Benci [3] in mezzi 
non omogenei, bidimensionali. Intendiamo qui esporre alcuni risultati relativi 
a questo problema nel caso non omogeneo e tridimensionale.
Kj Consideriamo un canale di lunghezza infinita, trasversalmente ostruito 
da una diga D a pareti verticali, di materiale non omogeneo. Siano H e h  
(H >  h >  o) il livello del fluido prima e dopo la diga. Scelto un sistema di 
riferimento cartesiano (x , y  , z ) } dove Tasse 2 è perpendicolare al fondo del 
canale e diretto verso l’alto, Tasse ^  giace nella direzione dello scorrere del 
fluido in D e Tasse x  è perpendicolare alle pareti laterali del canale, si defini
scono i seguenti insiemi:

D =  {(x ,, y  , z) I o <  at <  d , <px (x) <  y  <  cp2 (x) , o <  z  <  H}

B =  {(x , y  , z) e D | o <  * <  d , <px (x) <  y  <  cp2 (x) , z  =  0}

T  =  {(* » y  * *) e  D I o <  * <  d , <pi (x) <  y  <  ç2 (x) , z  =  H}

=  {(* >y > *) e D =  9i (*)}.

$2 =  i(X >y  > *) e D I y  =  ?2 (x) > o <  2 <  K)

(*) Pervenuta alPAccademia il 21 settembre 1976.

l i .  — RENDICONTI 1976, voi. LXI, fase. 3-4.
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51 =  {([x , y  , z) e D | x  =  0}

52 =  {(x , y  , 2) e D | x  =  d}

T =  {(x , y  , s ) e  D I o <  x  <  d , 9! (x) <  y  <  92 (*) > z  =  G (x , y)}

Cl =  {(x , y  , -8-) 6 D I o <  z  <  G (x , j)}

ove <pi e 92: [° , d] —► R sono funzioni C2 ([o , d]) soddisfacenti le condizioni:

(1.1) 9 i (°) =  ?i (d) =  ?a (o) =  92 (d) =  0 , <pi (a:) <  92 (x) 

e G : B - > [ o , H ]  è una funzione tale che:

(1.2) Gjoin B =  H ; G|$2hb > h .

Introdotta la quota piezometrica uì come in M uskat [5 ], e la permeabilità 
K (x yz) del mezzo poroso, il problema di frontiera libera che vogliamo 
affrontare si può enunciare con precisione nella forma seguente:

Problem a i. Trovare una funzione G (x , y )  : B -* [o , H], con grafico 
lipschitziano in un opportuno sistema di coordinate, che verifichi le (1.2) e 
sia tale che esista una e una sola funzione reale

u e H 1 (Q) n C° (Q)
soluzione variazionale di:

o in Q 

su Ox 

su 0 2 

su 0 3n ß

su B u (Si n fi) u (S8 n £2) 

su r
su r

ove K e L°° (Q) e inf K >  o.
Q

Per le proprietà di <px e cp2, esiste un settore chiuso C di direzioni che pun
tano tutte all’interno di B su e al di fuori di B su ®2 (e in modo tale che 
la direzione vers y  appartenga a C). Possiamo allora introdurre la seguente 
ipotesi:

Ipotesi A. Una matrice È =  (e^) verifica l’ipotesi A  se è ortogonale 
e tale che:

E vers x  =  73 oppure E vers y =  9 ï )

— div [K grad u\ =  

u =  H
u ~  h

u =  z
du

~ d ^ ~ '°  

u =  z 
du

~ d n ^ °

P n T  =  0

con Y) eC.
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Siamo così in grado di enunciare il principale teorema che abbiamo 
dimostrato:

T eorem a 2. Siano a , b  , g  e Hióe (R) per p >  3,. con g r (z) >  o , e sia 
E =  ([eij) una matrice che verifica Vipotesi A. Sia :

K (*  ,.y ,*) =  exp [0 (Vu * +  £12.y) + £ ( > » *  +  ^2^) +  £■(*)]•

Allora il Problema I  ammette una e una sola soluzione purché sia verificata una 
delle seguenti condizioni supplementari:

(1) cPi e <p2 sono entrambe non decrescenti o non crescenti, ed E =  (8,^).

(2) sup a" <  inf b" .

La dimostrazione del teorema si basa su una trasformazione introdotta 
da Baiocchi in [i], tram ite la quale il Problema i (di frontiera libera) viene 
tradotto nella seguente disequazione variazionale:

w e K :  fl+b-ggraj  w  grac[ ( y,— dx d z >  — ea+b (v — w) d.r d_y d# G K
D D

ove:

K =  {v e H 1 (D) IV =  0 su a D \(S x U S2) , v >  o in D}

su B

su aD \(® ! U U B)o

ed a è la soluzione variazionale di:

— div [ea+b grad a] =  o in B

da
su (Sj u so n B

H

0
h

0
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La soluzione (u , G , £ì) del Problema 1 si ottiene da w> ponendo:

u =  z  ■— wz ; G (x , y) =  inf {z e [o , H] | w (x , y  , z) =  0} ;

ß  =  {(* > jV , *) 6 n  IW (x , y  , z) > 0 } .

L ’unicità della soluzione u è allora immediata.
Per completare la dimostrazione del Teorema 2, il punto delicato risiede 

nel dimostrare che la frontiera libera F =  3f ì \ ( a D \T )  è una superficie lipschit- 
ziana.

A tale scopo si utilizza un procedimento di penalizzazione e di riflessione 
rispetto a T, del tipo di quello introdotto da Caffarelli [4]. Le geometria del 
dominio D e le condizioni al bordo assegnate consentono di dimostrare che w  
e le funzioni approssimanti € H 2,p (D),

Da questo fatto segue che w  è una sottosoluzione su ogni piano 
7c =  {z — cost.}, e che di conseguenza sono note su O i , ®2 e ®3 le derivate 
w~n con Y) € C. Applicando poi il principio del massimo si ricava che w n <  o

_ —>■ —► —►

in D, per cui il cono X =  X0 +  &i  ̂ +  2̂ S, con X0 e T, y] e C, e 8 =  (o , o , 1),
è contenuto in Q per ax <  o , a% <  o, ed è contenuto in D \Q  per ax >  o , æ2>  °*

Si può così provare la seguente Proposizione:

Proposizione 3. La frontiera libera P è lipschitziana in un opportuno 
sistema di coordinate.

Si ottengono poi ulteriori risultati riguardanti la frontiera libera T. Detto 
Pyj un qualsiasi piano di giacitura (yj , z), con Y) e C, si ha:

PROPOSIZIONE 4. T n  P^ non contiene segmenti orizzontali (e quindi F 
non contiene pezzi aperti giacenti su un piano orizzontale); F non contiene pezzi 
aperti giacenti su un piano d i normale y).

Le dimostrazioni dei risultati qui enunciati saranno esposte in un lavoro 
di prossima pubblicazione.
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