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Analisi matematica. — Un principio di massimo per la solusione
di un’equazione ellittica omogenca non lineare. Nota 11 di FrRANCEscA
Rovranpt e ANNA ZARETTI ), presentata ¢ dal Corrisp. L. AMERIO.

SUMMARY. — The proof of Theorem 3 stated in Note 1 is given.

3. In questa Nota si dimostra il Teorema 3 enunciato nel § 2 della Nota I.
Sia g una funzione fissata (che verra precisata in seguito) tale che:

(3.1) ge 2 g(x) =9¢(x) per xel.
Si ponga poi: v = »-— g nella (2.1); si ottiene:
A+ +@+plvtgl,r—v—ghe=o0 vie K.

Trovare. una soluzione % del problema (2.1), (2.2) equivale a cercare una
funzione v tale che:

3.2) (Av—l—(v—!-g)[v—i—gly-{—Ag,l——-v)Lzzo» Vvie K’
(3-3) - ve K'AN,
ove K’ & Vinsieme chiuso convesso di 1.2 cosi deﬁnitd:

K'={w|wel? w=v—g,ve K}

Per dimostrare il Teorema 3 & essenziale premettere i seguenti lemmi:

LEMMA 1, Detta o (x) la distanza di x da T’ esiste Ve > o una funzione
re C2(Q) tale che: _
1 in un intorno (dipendente da €) di T’

1/e

A=.
? o se p(x) =e”

Per la dimostrazione del Lemma 1, cfr. [1].
LEMMA 2. S7 puo trovare una funzione g(x) soddisfacente le (3.1), tale che:
(3.9 gl +el,ow] <nlvlia +vlvia Y11, Y2 > 0.
*) Istituto di Matematica del Politecnico di Milano. Lavoro eseguito nell’ambito
dell’attivitd di ricerca del G.N.A.F.A. ‘

(**) Nella seduta del 1o giugno 1976.
(1) Si osservi che in questo § si porra:

N=N(@@ , Ny=Ny(Q , LP=1P(Q) , H'=H{(Q) , HZ=H(Q).
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Infatti posto: g (¥) =X (¥) ¢ (x) si osserva che con tale scelta della g si
soddisfa alle (3.1) ®.

Inoltre risulta:
i/p

|
|(glv+gl|,o)ee| = ‘f)«p |z —|»7\<p]w’Q‘ <C,
Q

-U|y|"dg

<G Callzlint+ Cabs @llvly) <mlloln +vallzly

" 1/q
Jdgl ’f}v—{—)\cplpdﬂ
< _l/sI o

i/p
<C@llv+reluslizlie <Cod(e) (o lEs+ Mo llellzii) <

/g

l/p) < 27 2_!_L__I
’p_n—z’p q )

(ove q,@:UdQ , Lp,(s):'fdﬂ

p<e—Ve p<e e

Il Lemma 2 & cosi completamente dimostrato.

Si ¢ ora in grado di dimostrare il Teorema 3.

Siaf () =v—Pg v (essendo Px/v=v—(v+ g— M)t — (v +g+ M)~
I'operatore di proiezione da L? in K ® un operatore di penalizzazione relativo
a K’ e si consideri la seguente equazione penalizzata associata alla (3.2):

3.5 Ave+ (0t Q) |otg|+—B@)+Ag=0 qo.in Q

In primo luogo si dimostra che Ve > o esiste v,€ N, soddisfacente la (3.5).
A tale scopo si indica con {/;} il sistema ortonormale di autofunzioni
relative all’operatore A e con {A;} gli autovalori corrispondenti. Risulta:

a(lj, B) =N (l;, )2 . vie Hy.

Per le ipotesi fatte il sistema {/;} ¢ completo in L* e N, (cfr. [2]).
Posto inoltre: o
Une 22 Lijns /}
j=1
si ha: n
Av,, =2 Nj Ajne -
=

Si consideri ora I'equazione approssimata associata alla (3.3):

(3-6) <A”né+ (et )| ”ne‘l’gl‘i‘% Blne) +Ag, 2 =0 Vj=1,2, -, n

(2) Si osservi che si potrebbe pensare di prendere g = @; tuttavia, come apparira chiaro
nel corso della dimostrazione del Lemma 2, & essenziale che g non coincida con o.
(3) Si ricorda che:

o vtg—M se vtg>M J c se v-4+g=>—M

wtg =Myt = , g+ M)-=
o) se v+g<M ‘ \v+g+M se vg<—M.,
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Per dimostrare D'esistenza di una soluzione della (3.6) si sfrutta il seguente
Lemma (cfr. [3]):

LEMMA 3. Sia & — P (&) un’applicazione continua da R* in s¢ ed esista
un p > O opportuno tale che:

PE-E>o0 Ve |E]=p
£ 2;1&5%

E=1{& , 7=

ove:

con

Esiste allora & tale che: P () =0 con |E| < p.

Per applicare il Lemma 3 si associ ad ogni vettore & = {£,} e¢R" la
funzione:

gjz Zj

Upe =

-

e si ponga:

p (Ea) - {vljs}

ove:
) I
Njz = (Avns + (Uns -+ g) lvnz ‘lf'g l -+ }‘ B (vni) + Ag [} [j)Lg .
Risulta allora:

d) P <Es)£e 2217];'5 Ejs =

— (Avn.s + @pe + ) |vne + 2|+ -::— B (vpe) + Ag, vna\’L22 o

/

purché || v, |l;;1 sia sufficientemente grande.

Infatti, tenendo conto che:

B @ne) s Va2 =0 € (W lvpe + & | ) Vne)L2 =0,
si ha:

(Atwe + @t ) 1o+ g1+ B @) + A ), 2
= (o 10 | e It — Yol e gt — N A T2 12 [z >
= (0(' - Yl) “ Une ”?{1 —'CZ ” Une ”H1 =0

per l'arbitrarieta di vy, e v, e se

G

Upe = .
ome =, 2

6) L'applicazione &, P () & continua da R" in se.
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Infatti 'applicazione:

Ejs—>' (A (:El Eja lj) + T::‘ B (];1 Eja lj) +Ag , Zj)Lz

& continua sulla base {/,} poiche gli operatori A e B sono continui sui sotto-
spazi a dimensione finita. Inoltre V'applicazione:

EJS_> ((EZ}&Z +g) j;gj&lf+g1 ! Zj)Lz

¢ ovviamente continua sulla base {/;}.

L’esistenza di una soluzione della (3.6) ¢ pertanto assicurata dal Lemma 3
tenendo conto delle a), 4).

Moltiplicando ora la (3.6) per y;.. ¢ sommando, si ottiene:
I .
(3.7 (Aﬂnz + Wne + &) | 70e + & |4 Y B () +Ag, vm)m: o.

Ricordando la (1.2) e la (3.4) si ottiene:
) It < 2 2 i+ 121 s+ | A et [ e o
-da cui, per Parbitrarietd di vy,, segue che:
(3-8) [l Zpe Il < cost (indip. da » e da 2)

(3.9) —:-(p (Vne) » One)y 2 < cost (indip. da # e da e).

Per la (3.8) & allora possibile estrarre dalla successione {vm} una sottosuc-
cessione, che si indicherd ancora con {v,.}, tale che:

(3.10) o limuv,, = Vg nella topologia debole,
n—> oo H
(3.11) Hm B (vpe) = hm (vm.: — Pk vm) = B (ve) nella topologia forte.
n—> 00

Ricordando inoltre che v,.€ H} V%, Ve risulta che:
(3.12) v.€H;.

Occorre ora far vedere che Ay, € 1% A tale scopo posto:

B ('Un;> 2:21 Yjine /s
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moltiplicando la (3.6) per ;,. e sommando si ottiene:
(3 . 13) (A (vn&: +g)+ (vne +g) !v;;s +g ! -+ _Ie— B (vn3> s B(vne>)L2‘—" 1%

Si osservi ora che, posto:
Qt={x|xeQ, v, (x)>M}
Q= {x|xeQ, v, (x) <— M}
9 = {x|reQ, |0, (1) | <M}
ricordando le ipotesi fatte sull’operatore A, la scelta dell'operatore B e che:
Ve (¥) Fg—M =0 se x€dQ"

Upe @)+ g+ M=o se x€dQ”
risulta:

G18)  ACw+8),BONs = | @t g—M)A [t dU+

JQ+

+f<v7za+g+M)A<vns+g>dQ = Z (Um’i'g) dzJ—(vne+g)dQ++
s

Tj=1
) 017

f - 3 (Uns+g) Aij < 3 (ﬂns“l’g) dQ " >=o0.
ij=

Dalla (3.13) utilizzando la (3.14) si ottiene successivamente:
I :
— N8 @) iz SN vnet-£ a1 B @ne) sz

(3.15) %u B (vne) ll,2 < cost (indip. da # e da ).

Moltiplicando ora la (3.6) per — XX € sommando si ottiene:
(3-16) | A2y [z + (@ne +8) | 70e +2 | Ava2 +

+— (B ) A Ut £) — A2+ (Ag , Aty)a =o.
Tenendo conto delle (3.14), (3.15) si ottiene dalla (3.16):

| Al < [l 00 + £ 158 Ave llz -+ I B @) ol Ag lia+ 1| Ag la Il Ay
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da cui:

(3.17) | Avpe || 2 < cost (indip. da 7, )

e quindi dalla successione {Av,.} ¢ possibile estrarre una sottosuccessione,
chiamata ancora {Av,.}, tale che:

(3.18) lim Av,, = A, nella topologia debole.

n-> 0o L

Per le (3.12), (3.18) si pud concludere che:
vee Ny,

Rimane da dimostrare che z, soddisfa la (3.5).

Tenendo conto delle (3.10), (3.11), (3.18) e passando al limite per 7 — co
nella (3.6) si ottiene:
I :
(Ave+ (e +8) |ve+ & |+ B(w) +Ag, [)2=o0 v
cioe la (3.5).

Si osservi ora che, per le (3.8), (3.17), dalla successione {7} si puo estrarre
una sottosuccessione, indicata ancora con {z.}, per cui risulti:

S lim 7z,=v nella topologia debole
e~>0 H .
(3.19) '
( lim Az, = Av nella topologia debole
>0 L
da cui:
(3.20) ve N,

Per dimostrare che ve K’, si osservi che dalle (3.19) segue:

(3.21) lim B8 (v =lim (v,— Px v,) =v-— Pxrv =8 (v) nella topologia forte.
>0 &0 L

Inoltre dalle (3.9), (3.21) si ottiene:
(3.22) lim B (02) , 22 = 0 = (B (0), )=
=(@w—Pxv,v)2=@—Pg v ,%}~— P'Kz 2+ @—Pg v, Pgo)e>
>|v —~Profa=18 @l

essenda (v-— Pg. v, Px/v),2 > 0 per una nota proprietd degli operatori di
proiezione. Si pud quindi concludere che || (v)|] = 0 e quindi che:

(3.23) ‘ ve K'.
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Valendo le (3.20), (3.23), v sara una soluzione del Problema (3.2), (3.3)
se si mostrerd che v soddisfa la (3.2).

Moltiplicando scalarmente la (3.5) per /—u, (ove / & una generica fun-
zione di K’) ed osservando che:

B @), l—ve =0 @) —p),/—wv)250

si ottiene:
(3.24) (Ave + (v+g) |ve+ g |+ Ag, I — V)2 = O vieK'.

Ricordando le (3.19) e che I'immersione di N, in I3 & completamente
continua, passando al limite per € — 0 nella (3.24) si ottiene la (3.2).

Il teorema di esistenza & cosi completamente dimostrato.

Rimane da dimostrare l'unicita.

Siano 7, € v, due eventuali soluzioni del Problema (3.2), (3.3); 7, e v,
soddisfano allora rispettivamente le disequazioni:

Av,+ 0+ &) o +gl+Ag,/—n)2>0 vie K’
Ave+ (@ +8) |t gl +Ag, l—w)2=0 v/e K'.

Ponendo /= v, e / = v,, rispettivamente nella prima e nella seconda dise-
quazione, w == v, — v,, sommando si ottiene successivamente:

Aw+ @+ |utel—@+e|ntglw)<o
allwl + (| oy +g |, @) < (@ 48) (|2 + g] = |t g]), w2 Sellwla
Ne segue che w = o.
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