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Analisi matematica. —• Una nuova dimostrazione della formula di 
Poincaré-Bertrand, tramite la trasformata di Fourier delle distribu­
zioni, Nota di F i l i p p o  Di P a s q u a n t o n io  (*> e J e a n  L a v o i n e (**>, 
presentata <***> dal Corrisp. A. M. A n g e l i n i .

Summary. — We give a new proof of the Poincaré-Bertrand formula, by means of 
the Fourier transform of distributions in the sense of L. Schwartz.

i. I n tr o d u zio n e

Sia (c , c) un punto interno al rettangolo R : [a , a'] X \b , br] e Vfi indichi 
il valore principale di un integrale nel senso di Cauchy. Come è ben noto sus­
siste la form ula di Poincaré-B ertrand  [i], [2]

a b

b a

purché la funzione g  (x , y)  sia hölderiana in R, vale a dire che esistano due 
costanti positive A  e v, v <  1, tali che

(2) \ g ( X î . A ) —  g ( x x I <  A ( | x ; ~ x, |v +  \ y 2— y i  D

qualunque sia! la coppia di punti (hq , yl)  e (x2 , yé) di R.
L a form ula (1) viene abitualm ente d im ostrata passando al campo complesso 

e utilizzando le formule di Plemelj (si veda, per esempio, N. I. M uskhelish- 
vili [3]) PP- Sd“ 6 i). Darem o qui una nuova dimostrazione della (1), tram ite 
la trasform ata di Fourier delle distribuzioni nel senso di L. Schwartz [4].

In  linea prelim inare si ricorda che (cfr. [3], p. 56) resistenza degli inte­
grali che figurano nella (1), nel senso del valore principale di Cauchy, è assi­
curata dalla condizione di H ôlder [2].

Diremo che una funzione è H (v) se essa soddisfa alla condizione (2) per 
una v determ inata <  1. Inoltre si indicherà con I (g) il prim o m em bro della (1).

(*) Filippo Di Pasquantonio, ENEL-Direzione Studi e Ricerche, Centro di Ricerca 
Termica e Nucleare, Bastioni di Porta Volta, io. 20121 Milano.

(**) Jean Lavoine, Département des Mathématiques, Centre National de la Recherche 
Scientifique, Paris.

(***) Nella seduta dell’8 maggio 1976.
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2. D im o str a zio n e

Siano (p (x , y)  una funzione appartenente allo spazio Sf di Schwartz e 
U  , V  due distribuzioni tem perate definite da

(3) ( U , 9 ) =  V /  f ^ v p  j  d^
y  — x

(4)

DU O

(v  . <p) =  I  dy .V p  I dx ? O , y )

— 00 — 00

(x — c) (y  — x)

V p dy
Np I dx

y  —  c * j  \  x  — c x
=00 —00

f ( x , y )  <p (x , y )
— y  /

R icordato ora che (vedere, per esempio [5])

(5)

dove

(6)

OO

/ '
-2ÌTZTt

V p  / d t

s (t)

• — 2inkx /  \— m e  s (t)
t  — k

— i per t <  o
i per t >  o

possiamo calcolare, senza difficoltà, le trasform ate di Fourier di U  e V otte­
nendo:

(7) ^ (U) =  {U , ) =  _  (ri) vp J  dx
—  OO

£ 00  e ( Z + f i )

0 — 2in(̂ +rì)x

X ---C

__ __ ^2 e~2inc(^+7ì)

(8) &  (V) =  (V  , -2in(%x+7)y) \

[ /*  -2inrip
e~aimV p j ' d y - y —

- 2 Ì 7 i ( £ + 7 ) ) y  T

—  c J
— '■— V p  / d y -----
c J y

_ _2 - 2 inc(?>+rì)— —  tu. e [£ © £ ( iù — £ ( i ) £ ( i  +  *))].

Si sottrae ora la (8) dalla (7) e si ha

(9) 3T(U) — j r  (y) = _ n* e~2im(Z+y>)
perché

e £ + *l) [* + * ( * ) ]  —  *-(£)* (rÙ'= 1.
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Per inversione della trasform ata di Fourier dalla (9) si ottiene 

(io ) U  —  V =  —- T? & (x -— c , y  — c)(io )

da cui si ha

( i o (U — v , cp) —---7T2 9 (c , c ) .

Dal risultato ( n )  si deduce il

Lemma i. Se (j; (x , y) è una funzione indefinitamente derivabile i l  cui sup­
porto è contenuto nel rettangolo R, e tale che i l  punto (c , c) sia contentilo alPin­
terno del suo supporto, si ha

A questo punto, per com pletare la dim ostrazione della (i), è necessario esten­
dere il risultato  (12) alle funzioni hölderiane nel rettangolo R.

Procediam o per passaggio al limite, dim ostrando il

LEMMA 2. Se g  (x , y)  e g a (x , y )  sono H (v) su R e se g a (x , y) —>g (x , y)  
quando a —> o, si ha

D ifatti, supposto che (u , v) siano le coordinate di un punto qualsiasi di R, 
si può scrivere

g ( x  , y) = g ( u  , v } +  Q ( u  , v  ; x  fy ) ( \ x  — u |v +  \y —  v D 

ga(x 9 y )  =  goL (u , v) +  Da (u , v  ; x  , y)  (| x  — u |v +  \ y  —  ẑ |v)

nelle quali Q (u , v ; x , y )  e Qa (u,-y v -, x , y )  sono maggiorate, su R x R  da 
una costante. Inoltre Qa (u , v ; x  , y)  -> O (u , v ; x  , y)  quando a o. 

Pertanto, prendendo u =  v =  x y si ha

a ’ b' a' b'

(12) 1 (40 =  —  ^  + ( ^ . d  ■

( 13) i t e . ) - * i G r ) .

b'

b
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Se si opera una trattazione analoga per r  altro integrale doppio che figura 
nelPespressione di I (ga) si arriva a un risultato che dim ostra il Lem m a 2, 
che ha per corollario il

LEMMA 3. Se da è H (v) sul rettangolo R e se da (x , y)  -> o quando oc o, 
si ha

Sia ora oc un num ero >  o tale che il rettangolo R a : [a - f  2oc , af —  2oc] X 
X [6 +  2a , b’ ■— 2a] sia contenuto in R e contenga al suo interno il punto 
(c , c). R icordato che g  (x , y)  è H (v) su R e  g a (x , y)  una funzione continua 
dappertu tto , di supporto [a +  oc , a’ —  oc] X [b +  oc , b1 — a], ne consegue che 

H (v) su R e coincidente con g  (x , y)  su R a. Sia inoltre r a (x , y)  una fun­
zione indefinitam ente derivabile, avente per supporto il cerchio di raggio a 
e tale che

L a regolarizzata (cfr. L. Schwartz [4], Capitolo I. 2) tpa (x , y )  =  g a * ra è inde­
finitam ente derivabile e a supporto contenuto in R. D a queste assunzioni 
segue che da (x , y)  =  g a (x , y)  —  (x  > y)  è continua dappertu tto  e H (v) 
su R. Inoltre da (x , y)  o quando a —> o, perché

d« ( x \ y ) =  f j  du dv [gx (x  , y)  — g a (u , v)] ra (x —  u , y  —  v).

Se ora si osserva che ra (x ■— u , y  —  v) è diversa da zero solo nel cerchio di 
raggio [ \ x — u |2 +  Iy-— v |a]  ̂ <  a e in questo cerchio si ha

I(d«) o.

get 0  , ÿ ) — g * ( u , v )  I <  Bav,

essendo B una costante, poiché

I (*«) =  I (da) +  I fl»,)

perchè g a (c , c) =  g  (c , c).
Infine, facendo tendere a a zero, per i Lem m i 2 e 3, si ha

0 5 ) I (g) =  —' T?g {C , C)

il che dim ostra la (1).
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