ATTI ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

CLASSE SCIENZE FISICHE MATEMATICHE NATURALI

RENDICONTI

FILIPPO DI PASQUANTONIO, JEAN LAVOINE

Una nuova dimostrazione della formula di

Poincaré-Bertrand, tramite la trasformata di Fourier

delle distribuzioni

Atti della Accademia Nazionale dei Lincei. Classe di Scienze Fisiche,

Matematiche e Naturali. Rendiconti, Serie 8, Vol. 60 (1976), n.5, p. 587-591.

Accademia Nazionale dei Lincei

<http://www.bdim.eu/item?id=RLINA_1976_8_60_5_587_0>

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale & consentito liberamente per motivi di

ricerca e studio. Non é consentito 1'utilizzo dello stesso per motivi commerciali.
copie di questo documento devono riportare questo avvertimento.

Tutte le

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)
SIMAI & UMI
http://www.bdim.eu/


http://www.bdim.eu/item?id=RLINA_1976_8_60_5_587_0
http://www.bdim.eu/

Atti della Accademia Nazionale dei Lincei. Classe di Scienze Fisiche, Matematiche e
Naturali. Rendiconti, Accademia Nazionale dei Lincei, 1976.



F. D1 PASQUANTONIO e J. LAVOINE, Una nuova dimostrazione, ecc. 587

Analisi matematica. — Una nuova dimostrazione della formula di
Poincaré-Bertrand, tramite la trasformata di Fourier delle distribu-
ztoni. Nota di FiLippo D1 Pasouantonio @ e JEAN Lavoine "),
presentata * dal Corrisp. A. M. ANGELINT.

SUMMARY. — We give a new proof of the Poincaré-Bertrand formula, by means of
the Fourier transform of distributions in the sense of L. Schwartz.

I. INTRODUZIONE

Sia (¢, ¢) un punto interno al rettangolo R: [, a'] X [é, 6'] e Vp indichi
il valore principale di un integrale nel senso di Cauchy. Come & ben noto sus-
siste la formula di Poincaré—Bertrand [1], [2]

a' 2
dx N
(M Vﬁd/}__—gvﬁb/ dJ/T;—x—
b’ a’
" gy
— [V fan g EG o =m0
b a

purche la funzione g (x, y) sia hélderiana in R, vale a dire che esistano due
costanti positive A e v, v < 1, tali che

(2) lg (%2, 32) —g (e ) | <A (|2 —x [+ |Y2—n )

qualunque sia la coppia di punti (x,,y,) e (25,9, di R.
La formula (1) viene abitualmente dimostrata passando al campo complesso
e utilizzando le formule di Plemelj (si veda, per esempio, N. I. Muskhelish-
vili [3], pp. 56-61). Daremo qui una nuova dimostrazione della (1), tramite
la trasformata di Fourier delle distribuzioni nel senso di L. Schwartz [4].
In linea preliminare si ricorda che (cfr. [3], p. 56) Uesistenza degli inte-
grali che figurano nella (1), nel senso del valore principale di Cauchy, ¢ assi-
curata dalla condizione di Holder [2].
Diremo che una funzione & H (V) se essa soddisfa alla condizione (2) per
una v determinata < 1. Inoltre si indichera con I (g) il primo membro della (1).
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2. DIMOSTRAZIONE

Siano @ (x,y) una funzione appartenente allo spazio ¥ di Schwartz e
U,V due distribuzioni temperate definite da

3) 0,0 =p [ [ vp [0y 22

o Voo = [apvp [an BED
v, [ T (26 o @,y)
_Vp_/y”__fv‘b./ dx( x—c  x—y )

Ricordato ora che (vedere, per esempio [3])

—227:1:t .
(5) Vp [dt = —ime ™ ¢ (1)
dove :
—1 per T <o
©) ¢(9) = { I per T >0

possiamo calcolare, senza difficoltd, le trasformate di Fourier di U e V otte-
nendo:

—21,7:(E+7:)a:
(7) (U) . ( —211:(&744-711/)) — ime (’I)) fodx —“T _
==t e ) e € )
©) F (V) = (V , e—zin(&z—kny)) _
—in > e—mmy ~27,‘:(E+72)y
==-Zm(i)[ ”Vp/dyy —fody—: ]=

—  p® i [ (&) e(m) —e® e _!_ 7]
Si sottrae ora la (8) dalla (7) e si ha
©) .ﬁ'(U)__ (V) = 2 g 2imeEtn)

perché

cE+EG +em]—=Bm =1
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Per inversione della trasformata di Fourier dalla (9) si ottiene
(10) U—-V=—m8@x—c,y—0¢)

da cui si ha

(11) (U—V,9)=—n2¢(c,0).

Dal risultato (11) si deduce il

LEMMA 1. Se § (v, ) é una funzione indefinitamente derivabile il cui sup-
porto ¢ contenuto nel rettangolo R, e tale che il punto (c,c) sia contenuto all’in-
terno del suo supporto, si ha

(12) L) =—=d(,09).

A questo punto, per completare la dimostrazione della (1), & necessario esten-
dere il risultato (12) alle funzioni hélderiane nel rettangolo R.
Procediamo per passaggio al limite, dimostrando il

LEMMA 2. Se g(x,¥) ¢ go(x,¥) sono H(M) su R e se g,(x,9)—>g(x,y)
quando o — 0, si ha

(13) I(ga) >1(g).

Difatti, supposto che (x, ) siano le coordinate di un punto qualsiasi di R
si pud scrivere

b

g(x 73’) =g(” ,»v)"+Q(u,v;x,y)(|x—u IV + Iy_v IV)
ga(x,y)=ga(u,v)—i—Qa(u,v;x,y)(lx——ulv—l—[y——vl\')
nelle quali Q (z,v;x,y) e Q,(x,v;x,y) sono maggiorate, su RxR da

una costante. Inoltre Q,(#,v;x,y) > Q (x,v;x,y) quando « —o.
Pertanto, 'prendendo # = v = «, si ha

a’ b’ a’

b
Cda L« (x,9) T da
Vp / }—:Vﬁfdy“y—_*‘x——\fp/ pr— [ga(x,x)Vp
i ' b

%

Qa<x’x;x>y) ly—x lV
+./ Y —x dy|—
b

1

—»Vp/~— [g(x x)vpf——Jr/ Q("’»"‘;‘jl”““v dy]=

a’ b’
dx x,
ZV?[T_’;VPfdyEyL:?“'
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Se si opera una trattazione analoga per l'altro integrale doppio che figura
nell’espressione di I (g,) si arriva a un risultato che dimostra il Lemma 2,
che ha per corollario il

LEMMA 3. Se d, ¢ H(v) sul rettangolo R e se d,(x , y) — 0 quando o« — o,
st ha

I (dy) — o.

Sia ora a un numero > o tale che il rettangolo R, : [@ 4 2a, &’ — 2a] X

X [6 + 20, 6" — 2¢] sia contenuto in R e contenga al suo interno il punto

(¢, ¢). Ricordato che g (x,5) ¢ H(v) su R e g, (v, ) una funzione continua

dappertutto, di supporto [a 4 «, e’ —a]X[6 + «, b — ], ne consegue che

&« ¢ H (v) su R e coincidente con g (x, ») su R,. Sia inoltre 7, (%, ) una fun-

zione indefinitamente derivabile, avente per supporto il cerchio di raggio o
e tale che

»

Jfra(x,y)dxdyzl.

La regolarizzata (cfr. L. Schwartz [4], Capitolo I. 2) §, (x , ¥) = gy * 7, & inde-
finitamente derivabile e a supporto contenuto in R. Da queste assunzioni

segue che dy(x,y) = gu(r,y) —du(x,y) & continua dappertutto e H (v)
su R. Inoltre d,(x,y) -0 quando « — o, perché

Qar ) = [ [ dolgnte, ) —gu e, O rale—a,y—0)

Se ora si osserva che 7y (¥ — 2,y —v) & diversa da zero solo nel cerchio di
raggio [|x —u '+ |y —v [']! <« e in questo cerchio si ha

| & (%, %) —ga (e, v) | < B,
essendo B una costante, poiché
[(g0) = 1(do) + I ($)
per il Lemma 1 si pud scrivere
(14 T =T — (e, ) =1(d) + R dalc, ) — g, 0)

perche gy (c,c) =g(c, o). :
Infine, facendo tendere o a zero, per i Lemmi 2 e 3, si ha

(15) I(e) =—r2g(c,0

il che dimostra la (1).
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