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Teoria dei gruppi. —  Sottogruppi di Sylow fissati da potenze non 
banali di un automorfismo senza punti fissi. Nota di A n t o n i o  S i c o -  

n o l f i ,  presentata (*} dal Socio B. S e g r e .

SUMMARY. — Let a be a fixed-point-free automorphism of order rs of a finite group 
G, where r  and s are distinct primes. In the present paper a condition for the s-th power 
of a to fix a unique /-Sylow  subgroup of G, for every prime /  dividing the order of G, is 
given. A similar condition for such a s-th. power to fix a unique /-Sylow  subgroup is also ob­
tained for the case of a solvable group, when <7 is of any order.

§ I. Sia G un gruppo finito che am m etta un automorfismo a senza punti 
fissi (a.s.p.f.), cioè tale che

X °  =  X  => T =  I .

E noto che <7 fissa allora uno ed un solo /-so tto g ru p p o  di Sylow per ogni 
primo /  che divida bordine di G. Se cr ha ordine r 2 , r  primo, si ha, sotto l’ul­
teriore ipotesi di risolubilità di G, che anche ar fissa uno solo ed un solo / - S y -  
low, per ogni /  [1]. Scopo di questo lavoro è di dim ostrare che se a ha ordine 
rs, r  e s essendo due prim i distinti, allora anche 9 =  gs fissa uno ed un solo 
/-S y lo w , purché però =  ar agisca s.p.f. sul /-S y lo w  or-invariante di G. 
Q uesta restrizione è necessaria, come si m ostrerà con un esempio, e pertanto 
il risultato di [1] non è com pletam ente estendibile al caso o (cr) =  rs, r  e s 
prim i distinti. Si osservi inoltre che nel caso o (a) =  rs, r  e s prim i distinti, 
il gruppo G è risolubile, secondo quanto viene dim ostrato in [2].

Farem o uso dei seguenti risultati, per i quali si può vedere [3], (Cap. 6 
e io) e [4].

(a) cr fissa uno ed un solo /-S y lo w  per ogni primo /  che divide l’ordine
di G;

f i )  se N è un sottogruppo norm ale à-invarian te  di G , a agisce s.p.f. 
su G/N;

f i  se H è un sottogruppo ^-invarian te di G, N G (H) e CG (H) sono 
anch’essi a-invarian ti;

(d ) sia G =  KN , N <3 G , (| K | , | N |) =  1. Se tu tte le potenze non 
banali di cr agiscono s.p.f. su K, allora G =  K x N ,  W ;

(e) (Thompson): se a ha ordine primo, G è nilpotente.

Se H <  G , a e A ut (H), con H a denoteremo il sottogruppo di H formato 
dagli elementi di H fìssati da a: H , =  { fc  H \h a =  k).

(*) Nella seduta dell’8 maggio 1976.
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§ 2. TEOREMA. S ia  G un gruppo fin ito  che ammetta un automorfismo s.p.f. 
di ordine re, r  e s p r im i distinti. Siano  cp gs, cp =  ar. Se cp è s.p .f. su lp -S y lo w  
G-invariante S, allora cp fissa  uno ed un solo p -S y lo w  d i G.

D im ostrazione. G è risolubile per [2], e per ipotesi =  {i}* Se 
K =  Op (G) yj= {1}, la tesi si ottiene per induzione, in quanto cp è s.p.f. su S/K , 
in virtù di (fi), oppure applicando (fi), a seconda debord ine di cr su G /K .

Sia allora K — {1}, e sia N un sottogruppo minim ale norm ale e cr-inva- 
riante. Poiché G è risolubile, N esiste ed è abeliano elementare, e cioè ha tu tti 
gli elementi di ordine q, dove q è un primo (diverso da p, per l’ipotesi K =  {1}). 
A ncora per induzione o per (fi) su G/N, arriviam o al caso in cui tu tti i /»-Sylow 
cp-invarianti di G sono contenuti in SN. Se SN =j= G, si ha la tesi, sem pre per 
induzione o per (fi).

Possiamo allora supporre G =  SN.
D im ostriam o intanto che H =  N G (S) =  S. Se infatti H =>S, il sotto­

gruppo H fi N, essendo norm alizzato sia da N (che è abeliano) che da S (in 
quanto H fl N <3 H), sarebbe norm ale in G; si tra tta  inoltre di un sottogruppo 
ci-in variante, come intersezione di sottogruppi a-invarian ti (NG (S) è cr-inva­
riante per (fi)). Essendo contenuto in N, deve allora coincidere con N, per 
via della m inim alità di N. A llora S e N sono contenuti in H, e dunque S <3 G 
contro l’ipotesi (G) =  {1}.

Inoltre, cp non ha punti fissi su N. Sia infatti N 9 {1}, e sia P un sot­
togruppo caratteristico di S con P =|= S. Per induzione, o per (e), P è l’unico 
p -S y ìo w  di PN fissato da cp, e dunque lo normalizza. Si ha infatti, se ;rG N:

(P^v __ .

e dunque, per l’unicità, P^ =  P, cioè x  norm alizza P. Procedendo come sopra, 
con P in luogo di S, e usando ancora la m inim alità di N, si arriva alla nor­
m alità di P in G, e dunque a P = ’{1}. A llora S è privo di sottogruppi ca ra t­
teristici, ed è pertanto abeliano (elementare). Se S^ — {1}, avendosi anche 
per ipotesi S^ =  {1}, si ha, per (d), che S è normale in G, il che è escluso. Sia 
allora S<p=4= 1 . Per (fi)i G<p è nilpotente, in quanto g  ha su di esso ordine r, e 
dunque Gç =■ S ^x N ^. A llora N<p normalizza S, e così pure S (che è abeliano); 
dunque N G (S<p) => S, e come sopra si conclude S^ < G, escluso. Ciò dim ostra 
che N 9 =  {1}.

Sia ora Sx un ^-so ttog ruppo  di Sylow cr-invariante di G. Si ha allora 
Sj = ' S X, con i g N ,  e inoltre:

S* =  Si =  S? =  (S*)* =  S**'

da cui x ~1 ç N g (S) =  S. Allora x* x e S n N =  {1}, e dunque x 9 =  x. 
Ala essendo =  {1}, è x  =  1, ovvero Sx =  S, cioè la tesi.

Sotto l’ulteriore ipotesi di risolubilità (per o (fi) qualsiasi non è infatti noto 
se G sia risolubile) si può ottenere il seguente e più generale risultato che com­
prende quello dim ostrato in [ i ].
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Teorema. S ia  g un  a .s.p .f. d i G gruppo risolubile', sia 9 =  a r una potenza 
di g con esponente r  primo. Se su  S, p -S y lo w  G-invariante, tutte le potenze (non 
banali) d i g distinte da 9 agiscono senza p u n ti f is s i , allora 9 fissa  uno ed un  
solo p -S y lo w .

§ 3. Diam o ora l’esempio annunciato nel § 1, dim ostrante come l’ipotesi 
=  {ï } sia necessaria. Le m atrici due per due sul G F (11) agiscono sul gruppo 

Z n X Z n (che scriviamo additivam ente). Il gruppo Z3, generato dalla matrice:

fi ;>
agisce allora su ZU XZU, in modo naturale, e per questa azione possiamo con­
siderare il prodotto semidiretto:

G =  Z 3- (Zn X Zu).

/6  o \
Sia cr — ^  ), sul G F  (11). Nel gruppo delle m atrici sul G F (n ) ,  g norm a-

lizza Z 3. A llora g agisce per coniugio su Z3 e in modo naturale su Z n x Z n ; 
dunque g agisce su G, e la sua azione è un automorfismo senza punti fissi. 
Si ha:

O (<y) =  IO =  2,-5 ,

G9 =  Z3 , {1} Gcp c= Zn xZu .

L ’automorfismo 9 fissa allora tu tti i 3-Sylow del tipo (Z3)*, con a e Gç c= Zn x Z n .
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