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Teoria dei gruppi. — Sottogruppi di Sylow fissati da potenze non
banali di un automorfismo senza punti fissi. Nota di ANToN1O SICO-
NOLFI, presentata ) dal Socio B. SEGRE.

SUMMARY. — Let ¢ be a fixed-point-free automorphism of order 7s of a finite group
G, where 7 and s are distinct primes. In the present paper a condition for the s-th power
of o to fix a unique p-Sylow subgroup of G, for every prime p dividing the order of G, is
given. A similar condition for such a s-th power to fix a unique p-Sylow subgroup is also ob-
tained for the case of a solvable group, when o is of any order.

§ 1. Sia G un gruppo finito che ammetta un automorfismo o senza punti
fissi (a.s.p.f.), cio¢ tale che

2P =x=x=1.

E noto che o fissa allora uno ed un solo p—sottogruppo di Sylow per ogni
primo p che divida l'ordine di G. Se ¢ ha ordine 72, » primo, si ha, sotto I'ul-
teriore ipotesi di risolubilitd di G, che anche ¢” fissa uno solo ed un solo p-Sy-
low, per ogni p [1]. Scopo di questo lavoro & di dimostrare che se ¢ ha ordine
7s, v e s essendo due primi distinti, allora anche ¢ = 6* fissa uno ed un solo
p-Sylow, purché pero ¢ = 6" agisca s.p.f. sul p-Sylow o—invariante di G.
Questa restrizione & necessaria, come si mostrerd con un esempio, e pertanto
il risultato di [1] non & completamente estendibile al caso o (6) = rs, 7 ¢ s
primi distinti. Si osservi inoltre che nel caso o (6) = rs, » e s primi distinti,
il gruppo G ¢ risolubile, secondo quanto viene dimostrato in [2].

Faremo uso dei seguenti risultati, per i quali si pud vedere [3], (Cap. 6
e 10) ¢ [4].

(@) o fissa uno ed un solo p—Sylow per ogni primo p che divide 'ordine
di G;

(6) se N ¢& un sottogruppo normale c—invariante di G, s agisce s.p.f.
su G/N;

(¢) se H & un sottogruppo c-invariante di G, Ng (H) e Cg (H) sono
anch’essi o—invarianti;

- (@) sia G=KN,NdJG,(|K|,|N])=1. Se tutte le potenze non
banali di ¢ agiscono s.p.f. su K, allora G = KxN, [4];

(¢) (Thompson): se ¢ ha ordine primo, G & nilpotente.

Se H <G, o€ Aut (H), con H, denoteremo il sottogruppo di H formato
dagli elementi di H fissati da o: H, = {#€ H | 4" = 4}.

(*) Nella seduta dell’8 maggio 1976.
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§ 2. TEOREMA. Sia G un gruppo finito che ammetta un automorfismo s.p.f.
di ordine e, r e s primi distinti. Siano ¢ = o*, ) = ¢". Se § & s.p.f. sul p-Sylow
c—invariante S, allora ¢ fissa uno ed un solo p—Sylow di G.

\

Dimostrazione. G ¢ risolubile per [2], e per ipotesi Sy = {1}. Se
K = O, (G) == {1}, la tesi si ottiene per induzione, in quanto ¢ & s.p.f. su S/K,
in virtu di (), oppure applicando (¢), a seconda dell’ordine di ¢ su G/K.

Sia allora K = {1}, e sia N un sottogruppo minimale normale e s—inva-
riante. Poiché G & risolubile, N esiste ed & abeliano elementare, e cio¢ ha tutti
gli elementi di ordine ¢, dove ¢ & un primo (diverso da p, per l'ipotesi K = {1}).
Ancora per induzione o per (¢) su G/N, arriviamo al caso in cui tutti i p-Sylow
g—invarianti di G sono contenuti in SN. Se SN == G, si ha la tesi, sempre per
induzione o per (¢).

Possiamo allora supporre G = SN.

Dimostriamo intanto che H = Ng (S) = S. Se infatti H 285, il sotto-
gruppo H n N, essendo normalizzato sia da N (che ¢ abeliano) che da S (in
quanto H n N < H), sarebbe normale in G; si tratta inoltre di un sottogruppo
c—invariante, come intersezione di sottogruppi c-invarianti (Ng (S) & s—inva-
riante per (¢)). Essendo contenuto in N, deve allora coincidere con N, per
via della minimalita di N. Allora S e N sono contenuti in H, e dunque S 4G
contro Tipotesi O, (G) = {1}.

Inoltre, © non ha punti fissi su N. Sia infatti N, == {1}, e sia P un sot-
togruppo caratteristico di S con P ==S. Per induzione, o per (¢), P & l'unico
p-Sylow di PN fissato da ¢, e dunque N, lo normalizza. Si ha infatti, se x€ N:

(chp:Px_

e dunque, per l'unicitd, P* = P, cioé x normalizza P. Procedendo come sopra,
con P in luogo di S, e usando ancora la minimalitd di N, si arriva alla nor-
malita di P in G, e dunque a P = {1}. Allora S & privo di sottogruppi carat-
teristici, ed & pertanto abeliano (elementare). Se S, = {1}, avendosi anche
per ipotesi S, = {1}, si ha, per (&), che S & normale in G, il che & escluso. Sia
allora S, == 1. Per (¢), G, ¢ nilpotente, in quanto ¢ ha su di esso ordine 7, e
dunque G, = S, XN,. Allora N, normalizza S, e cosi pure S (che ¢ abeliano);
dunque Ng (S;) @S, e come sopra si conclude S, <G, escluso. Cio dimostra
che N, = {1}. :

Sia ora S, un p—sottogruppo di Sylow c-invariante di G. Si ha allora
S; = 5% con x€ N, e inoltre:

§* =S, =S¢ = (S)° = S

da cui x°x 1€ Ng(S)=S. Allora 22 1€ Sn N = {1}, e dunque x* =z,
Ma essendo N, = {1}, ¢ x = 1, ovvero S, = S, cio¢ la tesi.

Sotto l'ulteriore ipotesi di risolubilitd (per o () qualsiasi non ¢ infatti noto
se G sia risolubile) si pud ottenere il seguente e pili generale risultato che com-
prende quello dimostrato in [1]. ‘
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TEOREMA. Sia 6 un a.s.p.f. di G gruppo risolubile; sia ¢ = o" una potenza
di G con esponente v primo. Se su S, p-Sylow c—invariante, tutte le potenze (non
banali) di o distinte da ¢ agiscono senza punti fissi, allora © fissa uno ed un
solo p-Sylow.

§ 3. Diamo ora 'esempio annunciato nel § 1, dimostrante come I'ipotesi
Sy = {1} sia necessaria. Le matrici due per due sul GF (11) agiscono sul gruppo
Zyy XZy (che scriviamo additivamente). Il gruppo Z,, generato dalla matrice:

§ I

2 5
agisce allora su Zy; XZy;, in modo naturale, e per questa azione possiamo con-
siderare il prodotto semidiretto:

G = Za' (Zn qu)‘

6 o :
Sia ¢ = (o 5), sul GF (11). Nel gruppo delle matrici sul GF(11), ¢ norma-

lizza Z;. Allora ¢ agisce per coniugio su Z; e in modo naturale su Z; X Z,;
dunque o agisce su G, e la sua azione & un automorfismo senza punti fissi.

Si ha:

o(6) =10=2-3,

SRRy
T \o 3 ’ %\ 10

Gy=23 , {1}5=GecZyxZy.

L’automorfismo ¢ fissa allora tutti i 3-Sylow del tipo (Z,)%, conx € Gy Zyy X Zy,.
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