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Algebra. —  Sui gruppi a sottogruppi supersolubìli abeliani 
Nota di A lessandro S carsella presentata <(*) **> dal Corrisp. G. Zappa.

Summary. — Groups without non abelian supersoluble subgroups are studied.

In  questa N ota viene svolto un primo studio sui gruppi risolubili finiti i cui 
sottogruppi supersolubili sono abeliani (SA -gruppi). Tale classe di gruppi 
è inclusa nella classe degli A -gruppi, gruppi risolubili caratterizzati dalla pro­
prietà che ogni sottogruppo nilpotente è abeliano, e la cui teoria si è sviluppata 
principalm ente ad opera di T au n t e, più recentem ente di Garter e di H uppert.

Si riconduce lo studio di un SA -gruppo a quello dei suoi sottogruppi 
di H all relativi a due prim i distinti (Lem m a 6), studio facilitato dal fatto che 
tali sottogruppi sono m etabeliani. Si m ostra che gli S A -gruppi costituiscono 
una formazione (Teoremi 11 e 13) e, come conseguenza, si ottiene che un 
SA -gruppo ha un 2-sottogruppo di Sylow norm ale (Corollario 17).

Si nota, infine che un gruppo finito a sottogruppi super-solubili abel ani 
è necessariam ente risolubile.

Nel corso della Nota, con gruppo, intendiam o sempre un gruppo finito.

D e f in iz io n e  i. Un SA-gruppo è un gruppo risolubile i cui sottogruppi 
supersolubili sono abeliani.

D alla definizione discende im m ediatam ente il

Lem m a 2. Ogni sottogruppo di un SA-gruppo è un SA-gruppo.

Lem m a 3. Sia  G un gruppo, allora G è un SA-gruppo se e solo se:
(1) G è un A-gruppo.
(2) Per ogni sottogruppo X di G, di ordine prim o , il  normalizzante 

N g (X) di X in  G coincide con il centralizzante CG (X) di X in G.

Dimostrazione. C hiaram ente se G è un SA -gruppo allora è un A -gruppo, 
cioè soddisfa (1); se poi X è un sottogruppo di ordine primo di G e y e N G (X), 
allora (y) X è un sottogruppo supersolubile di G e quindi abeliano, ovvero 
j e C G(X) e quindi N G (X) =  CG (X) cioè G soddisfa (2).

Viceversa sia G un gruppo che soddisfa (1) e (2). Supponiam o per assurdo 
che G non sia un SA -gruppo; allora G conterrà un sottogruppo H tale che:

0 )  H è supersolubile;
(b) H non è abeliano;
(.c) Se K c H, allora K è abeliano.

(*) Eseguito nell’ambito dell’attività del G.N.S.A.G.A. del C.N.R.
(**) Nella seduta dell’8 maggio 1976.
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In  definitiva H è un gruppo non abeliano minimale (cfr. [3], [4] o [1], 
Cap. I l i ,  § 5) e quindi il derivato H ' di H è un sottogruppo norm ale m inim ale 
di H. PL ha quindi ordine prim o p, essendo H supersolubile. H non può 
essere un ^ -g ru p p o , giacche non è abeliano e G soddisfa (1) e quindi H ' è un 
^-so ttogruppo  di Sylow di H. D a ciò segue N H (H ') t^ C h (H ') e quindi 
Ng (H ;) 7^ CG (H '), una contraddizione dal momento che H ' ha ordine 
prim o e G soddisfa (2).

TEOREMA 4. Sia  G un A-gruppo, allora le seguenti condizioni sono equi­
valenti:

(i) Per ogni sottogruppo ciclico X di G è N G (X) =  CG (X);
(ii) Per ogni sottogruppo ciclico X di G, di ordine potenza di un primo 

e N g (X) =  CG (X);
(iii) Per ogni sottogruppo X di G di ordine primo e NG (X) =  CG (X);
(iv) G e un SA-gruppo.

Dimostrazione. C hiaram ente (i) -> (ii) -> (iii) e (iii) -> (iv) per il L em ­
m a 3. Sia dunque G un SA -gruppo, X un sottogruppo ciclico di G e y  e N G (X), 
allora [y] X è supersolubile e quindi abeliano, ovvero _yeCG (X) e quindi 
N g (X) =  CG (X) onde (iv) -> (i).

Lem m a 5. Sia  G un A-gruppo e H un sottogruppo di G contenuto nel 
centro Z (G) di G, allora G è un SA-gruppo se e solo se G /H  è un SA -<gruppo.

Dimostrazione. Se G è un SA -gruppo e K /H  è un sottogruppo superso- 
solubile di G /H  allora, essendo H Z (G), anche K è supersolubile e quindi 
abeliano, onde K /H  è abeliano, ovvero G /H  è un SA -gruppo.

Viceversa sia G /H  un SA -gruppo e K un sottogruppo supersolubile di G, 
allora H K /H  è supersolubile e quindi abeliano, m a è noto che in un A -gruppo  
G è G 'f ì  Z(G ) =  i (cfr. [5]) e quindi K ' H fi G ' <= Z (G) fl G ' =  .1, ovvero 
K è abeliano e perciò G è un SA -gruppo.

Lem m a 6 . Sia G un gruppo risolubile, allora G e un SA-gruppo se e solo 
se ogni sottogruppo di H all di G, relativo a due prim i distinti è un SA-gruppo.

Dimostrazione. Se G è un SA -gruppo, allora ogni suo sottogruppo è un 
SA -gruppo e quindi, in particolare lo sono i sottogruppi di H all di G relativi 
a due prim i distinti.

Viceversa sia G un gruppo risolubile tale che i suoi sottogruppi di H all 
relativi a due prim i distinti siano SA -gruppi. Allora, chiaram ente G è un 
A -gruppo. Sia X un sottogruppo di ordine primo di G e P un sottogruppo 
di Sylow di N G (X), allora P è perm utabile con un sottogruppo di Sylow Q 
di N G (X) contenente X. PQ è contenuto in un sottogruppo di Hall H di G, 
relativo a due prim i distinti e q u ind i-Nh (X) =  Ch (X). Poiché P Ç N H (X) 
si ha  P ç  CH (X) Ç CG (X). Perciò ogni sottogruppo di Sylow di N G (X) cen­
tralizza X e quindi N G (X) =  CG (X). In  base al Lem m a 3, G è un SA-gruppo.
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Lem m a 7. Sia  G un gruppo, G ' il  suo derivato, U  un sottogruppo nor­
male minimale di G, contenuto in G ’ e sia U  =  V 1X V2 X • • • x V r con V 1 

normale minimale in G ' e iV { coniugati a V x in G (i — 1, • • •, r), allora NG (Vi) =  
=  N g (V0  (* =  I

Dimostrazione. Essendo \ v  coniugato a V 1 in G, anche N G (V J  è coniugato 
a N g (V,) in G, m a N G (Vx) => G ' e quindi NG (Vj) è norm ale in G, onde
N G (VO =  N G (VO (* =  x

LEMMA 8. Sia  G un SA-gruppo d'ordine p a qb con p  e q prim i distinti, 
U un sottogruppo normale minimale di G e U  ~ V 1X W  con V 1 di ordine p, 
allora N G (V^ =  CG (Vi) =  CG (U).

Dimostrazione. Essendo G un A -gruppo e U  norm ale in G e abeliano è 
U  =  (U n G ')X (U  fl Z (G)) (cfr. [5]), ed essendo U  norm ale minimale, allora 
U  Z (G), oppure U  Gr. Se U  ç  Z (G) il risultato è ovvio. Sia dunque 
U  c  G'. Essendo G prodotto di due gruppi abeliani, allora G ' è abeliano (cfr. 
[2] o [6], XV.9.1) e quindi V 1 è un sottogruppo norm ale m inim ale di G '. Sarà 
allora U  =  V j X V j X  • • • XV, con Vj coniugato a Vx in G (i =  I , • • - , r) .

Per il Lem m a 7 è N G (V;) =  N G (Vx) (i =  i , • • •, r) e, poiché G è un SA - 
gruppo e Vi ha ordine primo è N G (V») =  CG (V») (i =  i , • • •, r), quindi 
CG (U) =  CG (Vi) =  .n x Ng (Vi) =  N g (VO =  CG (V^.

TEOREMA 9. Sia  G un SA-gruppo d'ordine p a qb con p  e q prim i distinti 
e U  un suo sottogruppo normale minimale, allora G induce in U  un gruppo re­
golare di automorfismi, in particolare se p  divide Pordine di U, allora G/Cg (U) 
è un q—gruppo ciclico.

Dimostrazione. Sia x  e  G e sia y  7^ 1 un elemento di U  centralizzato da x. 
Posto ( y ) = y v sarà U  =  VXX W  per un opportuno sottogruppo W  di U . 
Per il Lem m a 8 è CG (U) =  CG (Vx) e quindi x  e CG (U).

LÈMMA io . Sia  G un SA —gruppo d'ordine p a qb con p  e q prim i distinti 
e sia U  un sottogruppo normale di G, allora G /U è un SA-gruppo.

Dimostrazione. Sia n =  {p , q) e sia sé  la classe dei Tt-gruppi G tali che: 

'(d) G è un SA-gruppo;

(b) Esiste un sottogruppo norm ale di G tale che il relativo gruppo 
quoziente non è un SA -gruppo.

Sia sé  X=0 e G un gruppo d ’ordine minimo in sé\ allora

(1) esiste un sottogruppo normale minimale U  di G, tale che G /U non 
è un SA-gruppo.

Poiché G e sé  esisterà un sottogruppo norm ale N, tale che G/N non è 
un SA -gruppo. Sia U  un sottogruppo norm ale minim ale di G contenuto in N 
e supponiam o che G /U  sia un SA -gruppo.

Poiché G /U  ha ordine m inore di G, allora G /U  ^ sé  e quindi G /U /N /U  
è un SA -gruppo. M a G /U /N /U  -  G /N, una contraddizione.
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(2) Se X /U  è un sottogruppo dì ordine primo di G /U tale che N G/u (X /U) 7^ 
7^ CG/u (X/U), allora X è un sottogruppo normale di G.

A bbiam o infatti N G/U (X /U ) -  N G (X)/U. Se N G (X) G, allora 
N g (X) ovvero N G(X)/U  è un SA -gruppo. Poiché X /U  è un sottogruppo 
di ordine primo di N G (X)/U , si avrà allora N G (X)/U  =  N G/U (X /U) =  
— CG/u (X /U), una contraddizione.

(3) X <= Gr; quindi X è abeliano e X fi Z (G) =  1.
A bbiam o intanto U  G'; in caso contrario, essendo G un A -gruppo  è 

U Ç Z (G), ed essendo G un SA -gruppo anche G/U lo sarebbe in base ai 
Lem m a 5. Sia [X : U] =  r (r =  p  o q) e X =  (x)XJ.

Poiché X /U  ^  Z (G/U), esisterà un elemento y  e G con .y~1xy =  x i u 
con 1 < i < r e u e X J .

A vrem o allora che x - 1 y~x xy  =  x ^ 1 u e Gr e quindi û 1 e G '. D ate le 
limitazioni per i f si conclude che x e  G' e quindi X Ç G r.

(4) Se p divide Pordine di U , allora X è un p-grcippo.
In  caso contrario è [X : U ] =  q. Poiché X è abeliano, sarà X — Y XU 

con Y di ordine q. A llora Y è un sottogruppo caratteristico di X e quindi Y 
è un sottogruppo norm ale di G. Poiché Y ha ordine primo, in base al Lem m a 3 
è Y ç Z  (G) fl X =  I, una contraddizione.

(5) X è un p-gruppo abeliano elementare.
In  caso contrario esiste un x e  X  con x p2 =  1 yi=xp, Sarà X — ( x ) x \ J 1

con Ujl Ç U. Il sottogruppo di F rattin i <D (X) di X è un sottogruppo caratte­
ristico di X e quindi un sottogruppo normale di G; ma <D (X) =  [xp) ha
ordine p  e quindi <E> (X) Z (G) H X =  1, una contraddizione.

Sia infine Q un ^-sottogruppo di Sylow di G. Allora Q/Cq (X) è isomorfo 
a un y -gruppo T di automorfismi di X. Essendo X un /»-gruppo abeliano 
elementare, allora U è un fattore diretto di X F-invariante; perciò U ha un 
complemento Y in X che è T -invarian te. Cioè X — Y x U  con Y T -in v a­
riante; m a allora Q <= NG (Y). Poiché Y ha ordine primo e G è un SA -gruppo 
è Q ç= CG (Y); poiché i /-so tto g ru p p i di Sylow di G sono abeliani si conclude, 
che G <= CGi(Y), ovvero ancora Y ç  X n Z (G) =  1, una contraddizione 
T ale contraddizione m ostra che sé  =  0 .

TEOREMA i i . Sia  G un SK-gruppo e N un sottogruppo normale dì G 
allora G /N è un SA—gruppo.

Dimostrazione. Siano /  e q prim i distinti e tu — { /  , q). Sia H /N  un ^ -so t­
togruppo di Hall di G/N, allora esiste un ^-sottogruppo di Hall R di G con 
H /N  == R N /N  ~  R /R  n N.

Essendo R un SA -gruppo e R fi N un suo sottogruppo normale, allora 
R /R  fi N è un SA -gruppo, in base al Lem m a io  e quindi H /N  è un SA -gruppo. 
Q uindi ogni sottogruppo di Hall di G/N relativo a due primi distinti è un 
SA -gruppo e quindi, in base al Lem m a 6, G/N è un SA -gruppo.
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LEMMA 12. Sia  G un gruppo d'ordine p a qb con p  e q prim i distinti 
sottogruppi normali m inimali di G, tali che G /U e G/V siano SA-gruppi] allora 
G è un SA-gruppo.

Dimostrazione. C hiaram ente G è un A -gruppo e quindi se U  o V è cen­
trale, G è un SA -gruppo in base al Lem m a 5. Siano quindi U  Ç G ' e V ç  G'. 
Sia X un sottogruppo d ’ordine primo di G, allora X fi U  — 1 oppure X fl U  =  1; 
sia X fl U  =  i. X U /U  è un sottogruppo di ordine prim o di G /U e quindi 
N G/u (X U /U ) =  CG/u (X U /U ). Sia (x) — X e X di ordine r (r =  p  o q); 
sia y  e N G (X) e y  $ CG (X), allora esisterà un 1 <  i < r  con y~x xy  =  x \  
quindi x~x y~x xy  =  x 1̂ 1 e Gf e perciò x e  Gf date le limitazioni per i. Essendo
U ç  G ' e X ç  G ' è X U  <= G '. Poiché G ' è abeliano e X fi U  =  1 è
X U  -  X XU. Essendo N G (X) è yU  e ÌSG/lJ (X U /U ) =  CG/U (X U /U ) e
perciò y~x xy  =  xu  con tee U; m a y~x xy  =  x l e quindi x i =  x  e u — 1,
una contraddizione.

T e o re m a  13. SA? G un gruppo , Np ^  N2 sottogruppi normali di G coli 
G/N x G/N 2 SA-gruppi] allora G /N x fi N2 i  zm SA-gruppo.

Dimostrazione. Sia G un minimo controesempio e M =  N x fi N 2, allora 
G /M /N j/M  ~  G/Ni e G /M /N 2/M  ~  G/N2 sono SA-gruppi; poiché G è un 
m inimo controesempio e G/M  non è un SA -gruppo, deve essere M — 1; in 
particolare G è risolubile. Sia U  norm ale minim ale in G e contenuto in Np 
allora G /U / N / U  -  G /N , è un SA -gruppo e G /U /N 2U /U  -  G /N 2U  -  
— G/N 2/ N 2U /N 2 è un SA -gruppo in base al Teorem a 11. Poiché G è un minimo 
controesempio allora G /U  è un SA/gruppo; analogam ente se V  è norm ale 
minim ale in G ed è contenuto in N 2, G/V è un SA -gruppo. Siano dunque p  , q 
prim i distinti, tu =  {p , q} e H un ^-sottogruppo di H all di G; allora H U /U  
e H V /V  sono SA -gruppi, quindi H /H  fl U  e H /H  fl V sono SA -gruppi. Se 
H =£ G, essendo G un minimo controesempio, H /(H  (1 U  fl V) 2̂  H è un 
SA -gruppo. Se dunque l’ordine di G ha almeno tre divisori prim i distinti, 
ogni Sottogruppo di H all di G, relativo a due prim i distinti è un SA -gruppo e 
quindi, in base al Lem m a 6, G stesso lo è, una contraddizione. Perciò l’ordine 
di G ha solo due divisori prim i distinti, il che contraddice il Lem m a 12.

C o r o l l a r i o  14. La classe degli SA—gruppi è una formazione.

Lem m a 15. Se G è un gruppo a sottogruppi super solubili abeliani e x  e y  
sono involuzioni di G, allora x  e y  sono permutabili.

Dimostrazione. Sia w  =  x y ì allora x~xwx  =  y x  =  w~x} m a [w , x) è super­
solubile e quindi abeliano, onde w~x — w  e quindi xy — y x .

C o r o l l a r i o  16. Sia  G un gruppo a sottogruppi super solubili abeliani, 
allora Pinsieme costituito dalle involuzioni di G e dall'unità, è un 2-sottogruppo 
normàle d i  G.

C o r o l l a r i o  17. Se G è un SA-gruppo , allora G ha un 2-sottogruppo di 
Sylow normale.
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Dimostrazione. Sia 02 (G) l’unione dei 2-sottogruppi normali di G, allora 
G /02 (G) è un SA -gruppo, in base al Teorem a u  e non ha 2-sottogruppi nor­
mali non banali, perciò G/02 (G) ha ordine dispari, in base al Corollario 16.

O s s e rv a z io n e .  Nella definizione di SA -gruppo abbiam o richiesto la riso­
lubilità. T ale restrizione è in effetti superflua, in quanto come corollario del 
Teorem a u  e del Corollario 16, si può verificare che un gruppo a sottogruppi 
supersolubili abeliani è necessariam ente risolubile; il Lem m a 15 e quindi il 
Corollario 16 non dipendono infatti dalla risolubilità del gruppo. Sia G un 
gruppo d ’ordine m inimo rispetto alle condizioni:

(a) G non è risolubile;
(b) Ogni sottogruppo supersolubile di G è abeliano e sia N un sot­

togruppo norm ale di G con N fi G, allora N è risolubile per la m inim alità 
di G. Se H /N  è un sottogruppo supersolubile di G/N, allora H è risolubile 
e quindi H /N  è abeliano in base al Teorem a 11. Quindi se N ^  1, G/N è 
risolubile per la m inim alità di G. Essendo N e G/N risolubili anche G lo è. 
Si conclude che G è semplice non abeliano, il che contraddice il Corollario 16.
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