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Algebra. — Swui gruppi a sottogruppi supersolubili abeliani ®.
Nota di ALESSANDRO SCARSELLI, presentata ¢ dal Corrisp. G. ZAPPA.

SUMMARY. — Groups without non abelian supersoluble subgroups are studied.

In questa Nota viene svolto un primo studio sui gruppi risolubili finiti i cui
sottogruppi supersolubili sono abeliani (SA-gruppi). Tale classe di gruppi
¢ inclusa nella classe degli A-gruppi, gruppi risolubili caratterizzati dalla pro-
prieta che ogni sottogruppo nilpotente ¢ abeliano, e la cui teoria si & sviluppata
principalmente ad opera di Taunt e, pili recentemente di Carter e di Huppert.

Si riconduce lo studio di un SA-gruppo a quello dei suoi sottogruppi
di Hall relativi a due primi distinti (Lemma 6), studio facilitato dal fatto che
tali sottogruppi sono metabeliani. Si mostra che gli SA-gruppi costituiscono
una formazione (Teoremi II e 13) e, come conseguenza, si ottiene che un
SA-gruppo ha un 2-sottogruppo di Sylow normale (Corollario 17).

Si nota, infine che un gruppo finito a sottogruppi super-solubili abel ani
¢ necessariamente risolubile.

Nel corso della Nota, con gruppo, intendiamo sempre un gruppo finito.

'DEFINIZIONE 1. Un SA-gruppo & un gruppo risolubile i cui sottogruppi
supersolubili sono abeliani.

Dalla definizione discende immediatamente il

LEMMA 2. Ogni sottogruppo di un SA—gruppo é un SA-gruppo.

LeMMA 3. Sia G un gruppo, allora G é un SA—gruppo se e solo se:
(1) G & un A-gruppo.
(2) Per ogni sottogruppo X di G, di ordine primo, il normalizzante
Ne (X) di X in G coincide con il centralizzante Cq (X) di X in G.

Dimostrazione. Chiaramente se G ¢ un SA—gruppo allora &€ un A-gruppo,
cioe soddisfa (1); se poi X & un sottogruppo di ordine primo di G e y € Ng (X),
allora {y) X & un sottogruppo supersolubile di G e quindi abeliano, ovvero
y€ Cq (X) e quindi Ng (X) = C¢ (X) cioe G soddisfa (2).

Viceversa sia G un gruppo che soddisfa (1) e (2). Supponiamo per assurdo
che G non sia un SA-gruppo; allora G conterrd un sottogruppo H tale che:

(@) H & supersolubile;
(6) H non & abeliano;
(6) Se KECH, allora K ¢ abeliano.

(*) Eseguito nell’ambito dell’attivitd del G.N.S.A.G.A. del C.N.R.
(**) Nella seduta dell’8 maggio 1976.
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In definitiva H & un gruppo non abeliano minimale (cfr. [3], [4] o [1],
Cap. I11, § 5) e quindi il derivato H" di H & un sottogruppo normale minimale
di H. H' ha quindi ordine primo p, essendo H supersolubile. H non puo
essere un p—gruppo, giacche non ¢ abeliano e G soddisfa (1) e quindi H’ & un
p-sottogruppo di Sylow di H. Da cid segue Ny (H) 4Cy (H') e quindi
Ng (H") #Cg (H"), una contraddizione dal momento che H’ ha ordine
primo e G soddisfa (2.

TEOREMA 4. Sia G un A-gruppo, allora le seguenti condizioni sono equi-
valenti:

() Per ogni sottogruppo ciclico X di G ¢ Ng (X) = Cg (X);

(ii) Per ogni sottogruppo ciclico X di G, di ordine potenza di un primo
¢ Ng (X) = Cg (X);

(iii) Per ogni sottogruppo X di G di ordine primo ¢ Ng (X) = Cq (X);

(iv) G ¢ un SA—gruppo.

Dimostrazione. Chiaramente (i) — (ii) — (iii) e (iii) — (iv) per il Lem-
ma 3. Sia dunque G un SA-gruppo, X un sottogruppo ciclico di G e y € Ng (X),
allora (y) X & supersolubile e quindi abeliano, ovvero y € Cg (X) e quindi
Ng (X) = Cg (X) onde (iv) — (i).

LEMMA 5. Sia G un A—gruppo e H un sottogruppo di G contenuto nel
centro Z (G) di G, allora G é un SA—gruppo se e solo se G[H & un SA~gruppo.

Dimostrazione. Se G & un SA-gruppo e K/H ¢ un sottogruppo superso-
solubile di G/H allora, essendo H < Z (G), anche K ¢& supersolubile e quindi
abeliano, onde K/H ¢ abeliano, ovvero G/H ¢ un SA-gruppo.

Viceversa sia G/H un SA-gruppo e K un sottogruppo supersolubile di G,
allora HK/H ¢ supersolubile e quindi abeliano, ma ¢ noto che in un A-gruppo
GeG nZ(G)=1 (cfr. [35]) e quindi K HnG' € Z(G)n G =1, ovvero
K & abeliano e percid G & un SA-gruppo.

LEMMA 6. Sia G un gruppo risolubile, allora G é un SA-gruppo se e solo
se ogni sottogruppo di Hall di G, relativo a due primi distinti é un SA-grup po.

Dimostrazione. Se G & un SA-gruppo, allora ogni suo sottogruppo & un
SA-gruppo e quindi, in particolare lo sono i sottogruppi di Hall di G relativi
a due primi distinti.

Viceversa sia G un gruppo risolubile tale che i suoi sottogruppi di Hall
relativi a due primi distinti siano SA-gruppi. Allora, chiaramente G & un
A-gruppo. Sia X un sottogruppo di ordine primo di G e P un sottogruppo
di Sylow di Ng¢ (X), allora P & permutabile con un sottogruppo di Sylow Q
di Ng (X) contenente X. PQ & contenuto in un sottogruppo di Hall H di G,
relativo a due primi distinti e quindi Ny (X) = Cg (X). Poiche P € Ny (X)
si ha P < Cy (X) < Cg (X). Percid ogni sottogruppo di Sylow di Ng (X) cen-
tralizza X e quindi Ng (X) = Cg (X). In base al Lemma 3, G ¢ un SA-gruppo.
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LEMMA 7. Sia G un gruppo, G' il suo derivato, U un sottogruppo nor-
male minimale di G, contenuto in G' ¢ sia U =V, XV,X -+ XV, con V,
normale minimale in G' e iV ; coniugati aV,in G (i =1,- - -,7), allora Ng (V;) =
=Neg(Vy) G=1,--,7).

Dimostrazione. Essendo V; coniugato a V; in G, anche Ng (V,) & coniugato
a Ng(Vy in G, ma Ng(V,)2G’ ¢ quindi Ng (V) & normale in G, onde
Ne (V) =Neg(Vy) G=1,---,7).

LEMMA 8. Sia G un SA-gruppo d’ordine pq® con p e q primi distinti,
U un sottogruppo normale minimale di G ¢ U =V, XW con V, di ordine p,
allora Ng (V) = Cg (V,) = Cg (U).

Dimostrazione. Essendo G un A-gruppo e U normale in G e abeliano &
U=UnG)xXUn Z(G)) (cfr. [5]), ed essendo U normale minimale, allora
U< Z(G), oppure U< G'. Se U< Z(G) il risultato & ovvio. Sia dunque
U < G'. Essendo G prodotto di due gruppi abeliani, allora G’ & abeliano (cfr.
[2] o [6], XV.9.1) e quindi V; & un sottogruppo normale minimale di G’. Sara
allora U =V,;XV,X---XV, con V; coniugato a V; in G @=1,--,7).

Per il Lemma 7 ¢ Ng (V;) = Ng (Vy) (¢ =1,---,7) e, poiche¢ G & un SA—
gruppo e V; ha ordine primo ¢ N¢ (V) =Cg(V,) (z=1,--+,7), quindi
Co (W)= A Ce (V)= A No(Vy) =N (Vi) = Cq (V).

TEOREMA 9. Sia G un SA-gruppo d’ordine p* qb con p e q primi distints
¢ U un suo sottogruppo normale minimale, allora G induce in U un gruppo re-
golare di automorfismi, in particolare se p divide [ ordine di U, allora G/Ce (U)
e un g-gruppo ciclico.

Dimostrazione. Sia x € G e sia y = 1 un elemento di U centralizzato da .
Posto (y)=V,, sarh U = V,;XW per un opportuno sottogruppo W di U.
Per il Lemma 8 ¢ Cg (U) = Cg (V,) e quindi x€ Cg (U).

LEMMA 10. Sia G un SA—gruppo d’ordine p* g con p e q primi distinti
¢ sta U un sottogruppo normale di G, allora G|U & un SA—gruppo.
Dimostrazione. Sia &= = {p , ¢} e sia o la classe dei n—gruppi G tali che:
(@) G & un SA-gruppo; ‘
(6) Esiste un sottogruppo normale di G tale che il relativo gruppo
quoziente non ¢ un SA-gruppo.
Sia ./ A e G un gruppo d’ordine minimo in .2; allora
(1) esiste un sottogruppo normale minimale U di G, tale che G|U non
e un SA—gruppo.
Poiché G e .o/ esistera un sottogruppo normale N, tale che G/N non &
un SA-gruppo. Sia U un sottogruppo normale minimale di G contenuto in N
¢ supponiamo che G/U sia un SA-gruppo.
Poiché G/U ha ordine minore di G, allora G/U ¢ ./ e quindi G/U/N/U
¢ un SA-gruppo. Ma G/U,/N/U ~ G/N, una contraddizione.
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(2) Se X[U ¢ un sottogruppo di ordine primo di G|U tale che Ngu (X[|U) #
# Coiu (X|U), allora X ¢ un sottogruppo normale di G.

Abbiamo infatti Nguy (X/U) = Ng (X)/U. Se Ng (X) %G, allora
N¢ (X) ¢ o7, ovvero Ng (X)/U ¢ un SA-gruppo. Poiche X/U & un sottogruppo
di ordine primo di Ng (X)/U, si avrd allora Ng (X)/U = N¢u (X/U) =
= Cgu (X/U), una contraddizione.

(3) X & G'; quindi X ¢ abeliano e X 0 Z (G) = 1.

Abbiamo intanto U & G'; in caso contrario, essendo G un A-gruppo &
U< Z(G), ed essendo G un SA-gruppo anche G/U lo sarebbe in base al
Lemma 5. Sia [X:U] =7 =po04¢) e X = (x)U.

Poiche X/U & Z (G/U), esistera un elemento y€ G con ylxy = x'n
con 1 <7 <7 e ucU.

Avremo allora che x 'y lxy =2"14€ G e quindi x1e G'. Date le
limitazioni per 7, si conclude che xe€ G e quindi X < G'.

(4) Se p divide I'ordine di U, allora X ¢ un p-gruppo.

In caso contrario ¢ [X: U] = ¢. Poiché¢ X & abeliano, sard X = Y xU
con Y di ordine ¢. Allora Y ¢ un sottogruppo caratteristico di X e quindi Y
¢ un sottogruppo normale di G. Poiché Y ha ordine primo, in base al Lemma 3
¢ Y Z(G)n X =1, una contraddizione.

(5) X ¢ un p—gruppo abeliano elementare.

In caso contrario esiste un x€ X con x%* = 1 717, Sara X = (x) XU,
con U, < U. Il sottogruppo di Frattini ® (X) di X & un sottogruppo caratte-
ristico di X e quindi un sottogruppo normale di G; ma ® (X) = (x?) ha
ordine p e quindi ® (X)< Z(G)n X = 1, una contraddizione.

Sia infine Q un g—sottogruppo di Sylow di G. Allora Q/Cq (X) & isomorfo
a un g-gruppo I' di automorfismi di X. Essendo X un p-gruppo abeliano
elementare, allora U ¢ un fattore diretto di X I'-invariante; percio U ha un
Complemento Y in X che ¢ I'-invariante. Cio¢ X = Y XU con Y I'-inva-
riante; ma allora Q < Ng (Y). Poiché Y ha ordine primo e G ¢ un SA-gruppo
¢ Q < Cg (Y); poiche i p-sottogruppi di Sylow di G sono abeliani si conclude,
che G < Cq(Y), ovvero ancora Y< XN Z(G) =1, una contraddizione
Tale contraddizione mostra che .o/ = .

TEOREMA 11. Sia G un SA-gruppo ¢ N un sotz‘égruppo normale di G
allora GIN & wun SA-—gruppo.

Dimeostrazione. Siano p e ¢ primi distinti e © = {p, ¢}. Sia H/N un n—sot-
togruppo di Hall di G/N, allora esiste un m—sottogruppo di Hall R di G con
H/N = RN/N ~ R/Rn N.

Essendo R un SA-gruppo e R n N un suo sottogruppo normale, allora
R/R n N & un SA-gruppo, in base al Lemma 10 e quindi H/N & un SA—gruppo.
Quindi ogni sottogruppo di Hall di G/N relativo a due primi distinti & un
SA-gruppo e quindi, in base al Lemma 6, G/N & un SA-gruppo.
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LEMMA 12. Sia G un gruppo d’ordine p* g* con p e g primi distinti e U £V
soltogruppi normali minimali di G, tali che G|U e G|V siano SA—gruppi; allora
G ¢ un SA-gruppo.

Dimostrazione. Chiaramente G ¢ un A-gruppo e quindi se U o V & cen-
trale, G ¢ un SA-gruppo in base al Lemma 5. Siano quindi U < G’ e V < G'.
Sia X un sottogruppo d’ordine primo di G, allora X n U =1 oppure X n U =1;
sia XN U=1. XUJU ¢ un sottogruppo di ordine primo di G/U e quindi
Ngu (XUJU) = Cgy (XUU). Sia ()= X e X di ordine »(r = p o ¢);
sia ye Ng (X) e y¢ Cq (X), allora esisterh un 1 <7 <7 con ylxy =z,
quindi x!y~'xy = xi-1e G’ e percid x e G’ date le limitazioni per . Essendo
UcsG e XeG & XUcG'. Poiche G' & abeliano e XnU=1 ¢
XU = XxU. Essendo ye Ng(X) ¢ yUe Ngu (XU/U) = Cgy (XUJU) e
percid y'xy =xu con € U; ma ylay =2° e quindi xi=x e u =1,
una contraddizione.

TEOREMA 13. Sia G un gruppo, Ny ed N, sottogruppi normali di G con
GIN; ¢ G/Ny, SA—gruppi; allora G|N; 0 Ny & un SA—gruppo.

Dimostrazione. Sia G un minimo controesempio e M = N, n N,, allora
G/M,/Ny/M ~ G/N; e G/M/N,/M ~ G/N, sono SA-gruppi; poiche¢ G & un
minimo controesempio e G/M non ¢ un SA-gruppo, deve essere M = 1; in
particolare G ¢ risolubile. Sia U normale minimale in G e contenuto in Nj;
allora G/U/N,;/U ~ G/N; ¢ un SA-gruppo e¢ G/U/N,U/U ~ G/N,U ~
~ G/N,/N,U/N, ¢ un SA-gruppo in base al Teorema 11. Poiché G & un minimo
controesempio allora G/U & un SAlgruppo; analogamente se V & normale
minimale in G ed & contenuto in N,, G/V ¢ un SA-gruppo. Siano dunque 2 , ¢
primi distinti, = = {p,¢} e H un n—sottogruppo di Hall di G; allora HU/U
e HV/V sono SA-gruppi, quindi HHHn U e H/H 0 V sono SA-gruppi. Se
H # G, essendo G un minimo controesempio, H/(HnUnN V) ~H & un
SA-gruppo. Se dunque l'ordine di G ha almeno tre divisori primi distinti,
ogni sottogruppo di Hall di G, relativo a due primi distinti & un SA-gruppo e
quindi, in base al Lemma 6, G stesso lo ¢, una contraddizione. Percid I'ordine
di G ha solo due divisori primi distinti, il che contraddice il Lemma 12.

COROLLARIO 14. La classe degli SA—gruppi ¢ una formazione.

LEMMA 15. Se G & un gruppo a sottogruppi supersolubili abeliani ¢ x ¢ y
sono involuzioni di G, allora x e y sono permutabili.

Dimostrazione. Sia w = xy, allora x'wx = yx = w1, ma (w, x) & super-
solubile e quindi abeliano, onde ™! =w e quindi xy = yx.

COROLLARIO 16. Sia G wun gruppo a sottogruppi supersolubili a&e[z’am’,
allora l'insieme costituito dalle involuzioni di G e dall'unita, & un 2-sottogruppo
normale di G.

COROLLARIO 17. Se G & un SA—gruppo, allora G ha un 2~sottogruppo di
Sylow mormale.
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Dimostrazione. Sia O, (G) l'unione dei 2-sottogruppi normali di G, allora
G/O, (G) & un SA-gruppo, in base al Teorema 11 e non ha 2-sottogruppi nor-
mali non banali, percid G/O, (G) ha ordine dispari, in base al Corollario 16.

OsSERVAZIONE. Nella definizione di SA-gruppo abbiamo richiesto la riso-
lubilita. Tale restrizione ¢ in effetti superflua, in quanto come corollario del
Teorema 11 e del Corollario 16, si pud verificare che un gruppo a sottogruppi
supersolubili abeliani ¢ necessariamente risolubile; il Lemma 15 e quindi il
Corollario 16 non dipendono infatti dalla risolubility del gruppo. Sia G un

gruppo d’ordine minimo rispetto alle condizioni:

(@) G non ¢ risolubile;

(6) Ogni sottogruppo supersolubile di G & abeliano e sia N un sot-
togruppo normale di G con N # G, allora N & risolubile per la minimalita
di G. Se H/N ¢ un sottogruppo supersolubile di G/N, allora H & risolubile
e quindi H/N ¢é abeliano in base al Teorema 11. Quindi se N # 1, G/N &
risolubile per la minimalitd di G. Essendo N e G/N risolubili anche G lo é.
Si conclude che G & semplice non abeliano, il che contraddice il Corollario 16.
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