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Algebra. — Proprietà e model-completamento di alcune varietà 
di algebre d i Lukasiewicz. Nota di F r a n c e s c o  L a c a v a  e D o n a t o  

S a e l i ,  presentata (*> dal Corrisp. G. Z a f f a .

SUMMARY. — In this Note some algebraic properties of Lw-algebras are studied. Model- 
completion’s existence and axioms, for theories, are found.

I. Proprietà algebriche delle D3-algebre

1.0. Riterremo noti i contenuti di [3], [4] e [6] e adotteremo, per ciò 
che segue, le notazioni di [8], con la sola aggiunta che indicheremo con
il linguaggio con cui sono « descritte » le varie teorie.

Ricordiamo inoltre che:

1) Posto Cn =  lo  , — --,• • •, —----------—, i \ e se x  , y  e C n :
\ n —  i n — i j

x  ® y  — min (x +  y  , 1) e x' — 1 — a: ;
y> n =  ( Cn , © , ' ; o , i ) è una D-catena per ogni naturale n >  2.

2) In ogni MV-algebra:
a) x  +  y  =  o sse x  =  o e y  =  o ,
b) x - y  =  i sse x =.  1 e y  =  1.

3) In ogni MV-algebra se x \ / y  =  1 e x e y  sono confrontabili allora
x  =  i oppure y  =  1.

1.1. Indichiamo con L 3 e l 3C le estensioni di L  e LC rispettivamente, 
ottenute aggiungendo ai loro sistemi di assiomi l’assioma:

am x -x  \ / (x  -f- x)9 V (x +  x ) - ( x - x ) ' =  1.

Diremo L 3-algebre i modelli di L 3 e D3-catene i modelli di L 3C.

Lemma i . i . i .  In ogni L^-catena se x  ^  1 e x  -=p=-o allora x  =  x 'f inoltre 
se anche y  7  ̂ 1 e y  7^0 allora x  =  y .

Dimostrazione, x  dove soddisfare am ; poiché x ^  1 è anche x -x  7  ̂ 1, 
da x ^ o  segue che (x +  oc)' 7  ̂ 1, così deve essere x-x \ !  (x +  oc)' 7^ 1 e
(x +  x)-(x-x)'  =  i da cui x  +  x  =  1 e (x-x)' =  x  +  x' =  1 cioè x  =  x' .
Così anche y  ~  y ', ne segue x  - j -y  — x  ÿ  e per a9x =  y .

(*) Nella seduta del io  aprile 1976.
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Corollario 1.1.2. L 3C ha (a meno d i isomorfismi) due soli modelli: le 
L-catene C2 e C3, onde è decidibile.

Si verifica facilmente che il Lemma 3 di [4] assume in questo caso la 
forma:

Lemma 1.1.3. Ogni ~L.$-algebra è prodotto sottodiretto d i Il ̂ -catene.

COROLLARIO 1.1.4. L a teoria universale d i  L 3 è decidibile (l).

1.2. Indichiamo con Tn (JSP) l’insieme di tutti i termini di =£? con al più 
n delle variabili x1 , • • •, x n.

Se tl y t2e T n poniamo:

t\ 3t2 sse 1—kg == t2 (1—l 3 ti =  t2 sse C3 1= t-̂  =  12)

è ovvio che ^ 3 è una relazione di equivalenza in Tn (JàP).
Se e i2 e  Tw(jSP)/^3 poniamo:

li 4“ ̂ 2 == li ~b I2 e (4) == li I

si verifica immediatamente che queste definizioni non dipendono dai rappre
sentanti e che la struttura TUfS — ( Tn (JÈP)/^3 ,-j-, ' ; o ,  1 ) è la L 3-algebra 
libera su n generatori. Notiamo inoltre che ogni elemento di Tw>3 può essere 
riguardato come una funzione da C3 in C3, inoltre elementi distinti danno luogo 
a funzioni distinte.

Indichiamo con Fw>3 l’insieme di tutte le funzioni da C3 in C3, se 
f e g e  Fnf8, poniamo:

i

( /  +  g) (x) = / ( * )  © g  (x) e (Z 7) (x) =  (J  (x))' per ogni x e  C3 ;

notiamo con o e i gli elementi di Fn>3 che assumono valore costante o e i 
rispettivamente; la struttura =  ( Ftl>3 , +  , ' ; o ,  i ) è una L 3-algebra.

Se si fissa una relazione di ordine totale su C3 la rappresentazione mediante 
« tavole di verità » delle funzioni da C3 in C3 ci suggerisce come ogni tale fun
zione può essere identificata con un elemento di C3 ; risulta così evidente che
^ n ,3 -  •

Teorema 1.2.1. Tn 3, è isomorfa alla sottoalgebra (x)^33 ~2 ) d i  .

(1) Un risultato più forte (decidibilità della teoria t 3) si può ottenere da fatti generali 
sulle algebre quasi primaii (cfr. [6] e [2]).
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Dimostrazione. -  Supponiamo di aver elencato ordinatamente tutti gli 
elementi di C3:

(au > * • • > ai?i) 

(a21 » * * * > a2n)

(a2nl > • • • > a 2nn)

2n n -ple  in cui non compare l’elemento 1 /2

(#3«i , * * * ,
n

in 2n di queste n~p\e di elementi di C3 non compare l’elemento 1 /2, suppo
niamo di aver elencato prima queste e poi tutte le altre.

Definiamo una applicazione 9 da Tw(J^ )/^3 in come segue:
se t e  T n (ST)/r^3 poniamo:

9 - ,Xiù) =
t Ohi ì ’ * * f thn)

t  (a,§nx , • • * , #3*%)

Si verifica che 9 è ben definita ed è un monomorfismo proprio da TWj3 in #Sf. 
Osserviamo che se:

V

e 9 (Tn(-2P )/^ S), si ha ^  1/2 per z =  1 , • • - , 2 (^2 è sottoalgebra

ì
di ^ 3); da ciò segue che 9 (Tw>3) è isomorfa a #2*®^!?* 2W)-

O s s e r v a z io n e  i .  Dato un termine t ( x x , • • € T n (JP) possiamo sce
gliere (uniformemente) un rappresentante di i e  Tn ( ^ ) / ^ 3, che diremo una 
« forma canonica » di t  in t 3 .

Per quanto detto prima si ha: i  (a$x ,•• -, a fa) — bj e C3 e se <^*=1/2 
vi è almeno un i  per cui a — 1/2; associamo a (ajx , • • •, ajr)  il termine 
Sj 1A • • • A ty» dove:

(%i “f" %i) se aH =  o e bj ^  0

x i t\x\ se aH =  1/2 e II

(p'i “f" %i) * (fi * ̂  i) se ^ < =  1/2 e ^■= I

Xi'Xi se aji =  I e b j ^ o

O se 0II•e»

il termine V T ( AÎ Sji) e  t.
3 i

24. — RENDICONTI 1976, vol. LX, fase. 4.
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1.3. Sia 38 — ( B , V , ; o , I } un’algebra di Boole. Consideriamo il 
sottoinsieme A  di B2 costituito dalle coppie (x , y)  con x  < 7  e definiamo in 
A le seguenti operazioni:

(X i , yi )  +  O 2 , y-2) =  ((*1Ay ï )  V (*2 Ay l )  ,\yt VjVa)

( x , y ) '  =  ( x , y ~  Vx);

si verifica che la struttura xJ =  ( A , -j - , ' ; (o , o) , (o , i ) ) è una t 3-algebra.
Notiamo che 38 si può immergere canonicamente in sé  nel seguente modo: 

per ogni x  e  38 poniamo: 9 (x) =  (o, oc).
Chiameremo sé  la \^ a lg eb ra  associata a 38.
Sia ora sé  =  (A, +  , ' ; o , 1 ) una L 3-algebra. Consideriamo il sottoinsieme 

B degli elementi idempotenti di sé  (chiaramente là  — 2 & — {2 x  : x  e  A } ) (2); 
tale insieme con le restrizioni delle operazioni definite su A  è un’algebra di 
Boole (cfr. [3]). Tale algebra verrà chiamata algebra d i Boole fondamentale 
d i sé.

Sia sé  la JL3-algebra associata all’algebra di Boole fondamentale di sé  
Si ha il seguente risultato:

Proposizione 1.3.1. sé  è « canonicamente » immergibile in sé. 
Anteponiamo alla dimostrazione alcune premesse.

D efinizione. Se #  g A  diremo l’elemento (f2xy - \ - x f  l'invariante di x\ 
se ((2 ocf -f- ocf — # allora diremo che #  è invariante.

Lemma 1.3.2. Sia sé  una TL^-algebra, s i ha;.

1) se x G A, ((2 ocf +  x) è invariante;

2) se x  e y  sono invarianti e 2 x  =  2 y  allora x  =  y .

Dimostrazione

1) ((2 ((2 * y  +  x ) y  +  ((2 x y  +  x ) j  =

=  (((2 X)' +  X + ( 2  x)' +  x)' +  (2  x)' +  x)' =  ( ( 2  x)’ r f  X)'

2) x ' + y  =  (2x) '  +  x  +  ((2jv Y + y ) '  =  (2 y)' +  x  +  ((2 y ) ' +  y ) ’ =

=  y ' + x  +  ( 2 y + y ' )  = y ' +  x  ,
ma

/ + *  =  ( y ' + x ) V ( y ' + x )  =

=  ( y ' + x ) V ( x ' + y )  =  i 

(cfr. [3] , § 3), cioè x  = y .

(2) Si può infatti facilmente dedurre h-*3 3 * =  2x.
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Dimostrazione (Proposizione 1.3.1.). Definiamo una applicazione 4 
da A  in Ä  come segue: se z  e A  , 4 (z) =  (2 (2 £ ) '+  z)'} 2 z). Chiaramente 
2 ((2 z ) ' z ) '  < 2  z. La 4 conserva le operazioni:

4 ( x)  =  (2 ((2 x'y  +  x')'y 2 x )  — (2 ((2 #)' +  x)' y (2 #)' +  2 ((2 #)' +  #)') (3) =  
=  (2 ((2 x)' - f  %)' y 2 x)f =  (4 (x )y . Analogamente per la somma. La 4 
è iniettiva. Infatti sia 4 (^ì) =  4 (#2); allora 2 ^  =  2 ^  e 2 ((2 z )̂' ^i)' =
=  2 ((2 ^2)'+ #2)'. Per il Lemma 1.3.2 l’ultima uguaglianza ci dà ((2 #j)' =
=  ((2 *2)' +  **)'• Allora ^  =  (*£)' ■= (z[ +  (2 zx +  z ^ J  =  ((2 ^)' +  ((2 #,)' +  *0 ')' =
=  X(2 O ' +  ((2 2̂)' +  *2)')' =  (4  +  (2 *2 +  4 )')' =  *2*

La dimostrazione è così completata.

2. Model completamento di L 3.

2.1. T eorema 2.1.1. L a teoria L3 ha la proprietà d i amalgamazione.

Dimostrazione. Siano Ax , A  , A' modelli di L 3 e / ,  2' due immersioni di 
Ax rispettivamente in A  e A'. Siano B j , B e B' le algebre di Boole fondamentali 
rispettivamente di A x , A  , A'. Le restrizioni di i  e i ' a B1 danno due immersioni 
di Bj in B e B'. Sia H un’algebra di Boole che amalgama B e B' e siano j  e f  
le immersioni di B e B' in H.

Sia H la L 3-algebra associata ad H. H amalgama A  e A'. Si ha infatti:

dove j r (x-) =  <7 (2 ((2 X)’ +  x j )  , j  (2 x)) e /Î  O) =  ( /  (2 ((2 *)' +  x)') , /  (2 *)).

Corollario 2.1.2. L 3 model completamento.

(3) Infatti si ha:

(2*)' +  2 ((2 X)' +  x)' =  (2*)' +  ((2JT)' +  *)' +  ((2 X)r +  *)' =
=  x' +  (2 *  +  x ’y  +  ((2 *)' +  * ) '= = * '+  ((2 *)' +  *)';

inoltre
(;P +  ((2 at)1 +  #)'■ +  x' +  x ’ =  (x +  (2 *)' +  x)' +  (2 *)' +  x  +  x r =  1; 

(#' +  #')' +  x' ((2 #)' -p #)' — (2 x)' -}- x -}- ((2 #)' +  x)' =  i

2 =  x' +  ((2 #)'.+  x)'.
e quindi
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Dimostrazione. Segue immediatamente dai risultati di [2] per algebre 
quasi primali e per il Teorema 2.1.1. Lo stesso risultato si ottiene mediante 
un teorema di Morley-W aught [1] utilizzando i Teoremi 1.2.1 e 2.1.1.

Da tale teorema si ha anche che il model completamento è ^-categorico.

2.2. LEMMA 2.2.1. In ogni ]L3~algebra valgono i  seguenti.

i) se x  è idempotente x  A y  =  x -y  ;

ii) se x  è idempotente e \  è la soluzione d e ll equazione x  =  x  allora 
2 ( ï - x )  =  2 (x  + 1 ) '  =  x' ;

iii) se x  è invariante e y  è idempotente e (2 x)-y  — o allora Vinvariante 
d i x - j - y  e x .

Dimostrazione.

i) Basta dimostrare che if y  +  # ') '+  x f  < ( V  +  y ) ' .  Infatti:

( y  +  x ' f  +  *' +  ( *' +  / ) '  =  ( y  +  *')' +  x ’ +  x ’ +  (xf + y j  =

=  (y  +  x')' +  x' +  y  +  (% +  y)'  =  i ;

ii) \ - x  \'x '-\r  x  =  (x +  Ï /  +  ChAx') +  x  — (x +  f)' +  (x +  | )  — 1

(x  +  £)' A x  =  (x  +  J) ' - x  =  (x  +  i  +  x ') ' =  o

quindi

2 (x  +  ÎX A 2 x == 2 (x +  I)' A x- — o ;

iii) ((2 (x +  y)Y  +  x  +  y )  =  ((2 x +  y)' +  y  +  x f  =

=  ( ( ( 2 * ) ' + y y + ( ? * ) ' + * ) ’ =

=  {(2 X) - y  +  { 2 x Y Jr  x f  =  ((2 # ) ' +  x f  =  X.

Teorema 2.2.2. Sia  sé  una T^^-algebra che ammette soluzione per l'equa
zione x  — x  . S ia  la sua algebra d i Boole fondamentale e sia sé  la L 3-algebra 
associata a Allora sé  è isomorfa a sé. (In altre parole comunque presi due 
elementi x  , y  e con x  < y  esiste sempre uno ed un solo z e  sé  che soddisfa 
i l  sistema:

I x  — 2 ((2 * ) '+ * )'

[ y  =  2 Z.

Dimostrazione. Sia z  — (x 1)' +  ( y f T 2 (xr +  J)')'. Osserviamo 
innanzi tutto che (xr + 1)' è invariante. Infatti:

((2 (V +  Ï)')' +  (xf - f  I)')' =  ((x +  \  +  x  +  I)' +  x ’ +  |) '  — (x +  I)'.
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Inoltre

(2 0 ' +  i ) ' ) A ( / +  2 0 ' +  !)')' =  (2 (* '+  ! ) ' ) • ( / +  2 ( # ' + 1)')' =  o

quindi per iii) del Lemma precedente l’invariante di z  
Per ii) allora si ha che 2 ((2 z)'fi-z)'  =  at. Infine:

25 =  2 (V +  I)' +  2 ( /  +  2 (V +  1)')' =  * +  2 ( /  +  *) =  * +  2 (*' A^) =  
=  * +  x ^ y  +  x  A y  =  (* +  *') A (* +  y) +  x' A y  — x fi- y  -f  x  A y  =  jy.

Il teorema è così dimostrato.
Sia 3^- • • 3xn 9 (*x , • • •, xn ,z) una formula esistenziale nel linguaggio 

con z  variabili libere. È evidente che tale formula può essere trasformata 
in una del linguaggio delle algebre di Boole del tipo:

3*i • • * 3xn 3yi-• •3yn(x1 <  y t A • • • A xn < y n A <p(*i,- • -,*n> >* " ,  y  n , * i , 2̂)

dove 9 è ottenuta da 9 sostituendo le operazioni ~f- e ' con le corrispondenti 
operazioni definite per le coppie del § 1.3.

Si ha allora:

Corollario 2.2.3. Nelle ipotesi del Teorema 2.2.2

sse
A  3*x- • • 3xn 9 (*1, • • •, xn , ni)

B t=* 3*i- • • 3*n 3̂ i* * • 3̂ n (*x < y x A • • • A x n <

A 9 (*1 » • * • >*n. , > * * * > > *1 (4 *»)) , 7T2 (4 (flf)) ,

0^  4» è Vapplicazione definita nella Proposizione 1.3.1 e Tz%i  =  1 , 2 £ Az 
proiezione della i-esim a coordinata.

Lemma 2.2.4. Sia sd una 1^^-algebra che soddisfa 3x(x  = x ) .  Allora esiste 
una corrispondenza biunivoca fra g li  elementi dell* algebra d i Boole fondamentale 
d i sd e g li  elementi invarianti d i sd che conserva Vordine.

Dimostrazione. Sia x e s d  un elemento invariante; definiamo 9 \x —> 2 x e
Viceversa se y  e £8 , 9""1 : y  —► ( y ' f i -1-). Si ha infatti immediatamente dai 

lemmi precedenti che 9 _1 (9 (*)) =  * se * è invariante.
Segue banalmente anche che 9 conserva l’ordine.

Lemma 2.2.5. Sia sd una ’L.^-algebra che soddisfa 3# (x =  *'). Allora sd  
e priva  d i atomi sse è p riva  d i atom i.

Dimostrazione. Basta osservare che un atomo di sd deve essere invariante. 
Infatti si ha sempre (*' +  Ï)' <  x. L ’asserto segue quindi dal lemma prece
dente.

TEOREMA 2.2.6. Sia  sd una ~L,^-algebra priva  d i atomi che ammette solu
zione a lf  equazione x  — x Allora sd è esistenzialmente chiusa.
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Dim ostrazioni. Sia sé' una L 3-algebra con

sé  C 3^i 1 * * > 3-̂ ; (X\ ) * * * » Xn ì Wt)

una formula esistenziale a parametri in A, vera in sé'. Allora se è 
l’algebra di Boole fondamentale di sé' e ài quella di sé, si ha che

*=3*i- * 3̂ i- • -3\yn (*i < y i  A • • • ! \xn <

< Tra A 9 (*1 > • • • > Xn > Tl * * * > Tra » TCl 0I> (w)) , 7T2 (ip (w))). 

e poiché è esistenzialmente chiuso

^ i=  3^i- • -3xn 3j v  • -3j/n (Ai < T iA  • • • f \x n <

<  Tra A 9 O i , • • •, , y 1 , • • •, y n , TUi (<p (ni)) , tu2 (<p (m))).

Ma per il Corollario 2.2.3 si ha che sé  t= 3x1- - - 3xn cp m).

COROLLARIO 2.2.7. La teoria L 3 con raggiunta dei seguenti assiomi:

1) 3# (A =  #')

2 )  Wx (x o 3y (y  ^  o [ \ y  ^ x A y  <  A)

z7 model completamento d i L 3.

Dimostrazione. Immediata dal Teorema 2.2.6 e da noti risultati (cfr. [5]).

Osservazione 2. L ’unico modello sé  del model completamento, in cardi- 
nalità K0 non coincide, in questo caso, come per le algebre di Boole, con l’al
gebra libera su un’infinità numerabile di generatori. Infatti ogni immagine 
omomprfa di sé  deve contenere J e quindi la stessa algebra di Boole fondamen
tale non può essere immagine omomorfa di sé.

Osservazione 3. Salvo una maggiore complicazione nelle definizioni e 
nei calcoli, tutti i risultati ottenuti per le L 3-algebra possono essere generalizzati 
per le Lw+1-algebre. Naturalmente l’assioma 1) per il model completamento 
sarà sostituito da 1') 3x ( f n ~ — 1) x =  x').
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