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RENDICONTI
DELLE SEDUTE

DELLA ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

Classe di Scienze fisiche, matematiche e naturali

Seduta del 14 jebbraio i g j 6  
Presiede i l  Presidente della Classe Beniamino Segre

SEZIONE I
(Matematica, meccanica, astronomia, geodesia e geofisica)

Àlgebra. —  AIgebrìzzazione della logica monadica dotata del
l ’operatore T di H ilbert^ . Nota di P iero M angani, presentata<‘*) 
dal Corrisp. G. Z appa.

SUMMARY. — An algebraic version of a monadic I st order logic with Hilbert’s T-symbol 
is given and compared with another one to be found in a previous paper written by the Author.

I. Sia J§? un linguaggio formalizzato cosi definito:

Alfabeto di ££ è: una sequenza (Pç)ç<a (dove a è un ordinale >  o) 
di simboli predicativi unari, un simbolo x  di variabile individuale ed i segni 
logici V , A , "1 , , <-> , =  , T.

Gli insiemi 75 ed S  dei termini e delle espressioni dij£? sono definiti tramite 
induzione incrociata nel modo seguente:

~  }  * 0 =  \  x  —  X  ] P ç #  }^<a

&n+1 = :  GJ { 'TOC . OC G S n j-

S n+1 =  ^ wU { a V ß ; a A  ß ; ni a ; a -> ß ; a ß ; tx =  t3 ;

P^ t% • OC , ß G S n & t i  y t j  G }{*<a >

da cui
S' =  U 75 n , S  —  U Wn •

ne <ù u e a

Se t G 75 ed a G con il simbolo S* a denotiamo V espressione di £5 ottenuta 
da oc sostituendo tutte le occorrenze libere di x  con t.

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attività del Gnsaga del C.N.R., 1975.
Questo lavoro è dedicato a Giovanni Sansone nel suo 85° compleanno.
(**) Nella seduta del 14 febbraio 1976.

6. — RENDICONTI 1976, voi. LX, fase. 2.
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Introduciamo inoltre le seguenti abbreviazioni: S xoc a =  3oc, ST(na) a =  Va. 
L ’insieme degli enunciati (formule chiuse) di sarà denotato con è. 
Ad S i  associamo un calcolo avente i seguenti assiomi:

i) Tutte le istanze di tautologie proposizionali.

ii) a —y 3a (assioma « debole » del t).

iii) V (a ß) -> (Ta =  Tß) (assiona « forte » del t).

. s ( X  =  X

; \ (ti =  A) (£«,• « S tJ oc) (assiomi dell’identità).

(a , ß sono elementi di $ ,  ti e tj di ed S^.a indica una sostituzione parziale 
di x  con ti in a).

^se avrà le seguenti regole di deduzione:

i') Modus porens

a
iP) ~  (a G $  ; tG <£T). 

a

Scriveremo, al solito, X 1— a per indicare che a (e# )  è derivabile da X (£  é>) 
e 1— oc per indicare che a è una tesi di &.

Definiamo ora una semantica per S£\

una struttura adeguata ad Si sarà una struttura s i  =  ( A  , Rç , ® )^<a 
tale che:

1) A  è un insieme non vuoto.

2) per ogni \  <  a , ç  A.

3) ® : ^ ( A ) - > A  è tale che, se X ( ç A )  è non vuoto, 0 ( X ) g  X (cioè 
<D è una funzione d i scelta sui sottoinsiemi non vuoti di A).

Sia s i  una struttura adeguata ad Si e a e A ^ .  Definiamo g e A r e la rela
zione ^ a U  (a , a), con a e # ,  per induzione incrociata, nel modo seguente:

( GX =  GX

(o) I Si a w  (x =  x  , a)

( Hats? (Pç x  , g) sse gxg Rç (£ <  a ) .

I Se a G énì poniamo v f  =  { a e A  : ^ a t^  (a , cr'), con g x  — a}.

Definiamo ora:

cr (Ta) =  O (a**).
«Ŝ atj* (oc A ß , a) , Sfatss (a V ß , a ) , etc. nel modo consueto.

aW (A “  ĵ j cr) sse Is ti =  ~g tj .
•T’aW (Pç A , cr) sse a ^ G Rç .
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Scriviamo, al solito, cd |=  a sse, per ogni a e A ^ ,  c^at^ (a  , a) e |=  a sse, 
per ogni ed ogni g e A^x\  ^ a W ( a ,a ) .

Abbiamo ora i seguenti teoremi:

1) (Lindenbaum). Ogni X Ç X contraddittorio, estendere
ad un X ' <̂ , X ' contraddittorio e massimale.

2) (Completezza). & X ç « f  £ contraddittorio allora X A# modello.

Dimostrazioni. Il Teorema 1 si dimostra, come al solito, usando il 
lemma di Zorn.

Il Teorema 2 si dimostra costruendo un modero cd di X (modello 
« canonico ») nel modo seguente:

Sia X ' una estensione, non contraddittoria e massimale, di X ed indichiamo 
con l’insieme dei termini chiusi di Id? (JF — { X }).

Si definisca su ¥  la seguente relazione di equivalenza: p tj sse
X ' h—: (ti =  tj)> e si ponga A =  <T/p ; per ogni £ <  a definiamo A nel
modo seguente: [t] e sse X '1— P%t (ovviamente questa è una buona
definizione poiché, per gli assiomi dell’identità del calcolo se tpt* si ha: 
X V P ^ s s e  X 'h -P ç /* ) .

Per definire ® : & (A) -> A operiamo nel modo seguente: se Y g A  è 
tale che esiste una formula a di ££ per la quale accade che: [t] e Y sse 
X 'h—S*oc, poniamo ® (Y) =  [Ta]; altrimenti ® (Y) sia un arbitrario elemento 
di Y.

La definizione data è « buona »: osserviamo, in primo luogo, che ® è 
definita anche per l’insieme vuoto poiché ad esso è « associata » la formula: 
“1 (x — x). Inoltre, se a , a* sono due formule soddisfacenti la condizione 
richiesta per Y, si ha X ' h- V (a a*) e quindi, per l’assioma forte del t ,
X'i— (Ta =  Ta*); si ha, infatti, [t] e Y sse X ' 1— S t a e [ / ] e Y  sse X ' 1— St a*
e dunque peif ogni t e f f ,  X r 1—■ St a sse X '1— S^a*. Essendo X ' massimale 
si ha, per ogni t e  (d , X ' k—t (St a S* a*), cioè X ' 1— St (a <-» a*).

Posto t0 =  t  ( “ I (a <—> a*)), si ha X 'i— S*0 (a <—> a*), cioè X 'i— V(a a*).
Siamo ora in grado di provare che la struttura cd — fö/p , , ®)^<a

sopra definita risulta un modello di X ' (e quindi di X), addirittura che si ha, 
per ogni enunciato a di cd |=  a sse X ' 1— a. La prova è di routine e sarà 
omessa. ,

Si ha allora il seguente

C o r o l la r io  (« adeguatezza » di per la semantica). Se X £  S  ed a 6 è y 
allora X 1— a sse X !— a (1).

2. Consideriamo ora una teoria X, non contraddittoria e massimale, in 
e sia cd il modello canonico di X (cd =  (A , Rç , <D)ç<a, definito nel § 1)).

(1) Per il § i si veda anche [4].
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Sia «2 l’algebra di Boole semplice e X l’isomorfismo canonico fra 38 (A) 
e J A.

Indichiamo con 38 la sottoalgebra di ÜA avente per insieme base 
B =  { X (a**) : a e ê } e con s l’applicazione da B ad A definita così : 
e (X (« ^ ))= [T a ].

S i  ha facilmente, per ogni a e A  ed ogni p e 38 yp  (a) =  \ sse sé  |== STß a, 
dove p  =-X (a**) ed a — [Tß]. (Infatti: sé  |— STß oc sse [vß] € a**).

Abbiamo ora il seguente:

T eorem a i . La quaterna ( â  , A , 88 , s ) £ zzzz# 'z-algebra funzionale 
(semplice) senso di [5].

Dimostrazione. Basta verificare le condizioni i), ii), iii) di [5] (p. 68).

Ad i): sia æ g A e />e B, con p  — X (a1*) ed <3 =  [Tß]. Se ^  (s (p)) =  1 
la diseguaglianza p  (d) <  p  (z (p)) è banalmente vera; sia allora p(z(j>)) =  o. 
Essendo s (^) =  [Ta] , «a/ |=  “~| STa a e quindi Xi — ~i STa a e, per l’assioma 
debole del t  , X 1— H a. Usando la regola di deduzione ii') del calcolo 
si ha che X 1— STß ( 1  a), cioè X 1— ”1 STß a e dunque sé  |=  H STp a ed infine 
p  (a) =  o. Quindi, per ogni a e A  ed ogni p  e 38 si ha: p  (a) <  p  (s (p)).

Ad ii): se p  , q e 38, la funzione costante 9 ^  che ad ogni a e A  associa 
il valore q (e (p)) appartiene a £8 poiché <pPfQ =  X ((STß a)“*), con q =  X (a^) 
ed e ( »  =  [xß].

Ad iii) : per qgw p  >q >r e 38 si deve avere che:

O  +  S') (e O  +  ?)) >  r  (e O )) +  r  (« (?)) •

Basterà ovviamente provare che, se 4" 4) (s +  ^)) =  o, anche r  (s (/>)) +  
4- r  (s (1q)) =  o, per ogni r  e 38.

Siano p  — X (a1*) e q =  X (ß**) ; poiché X è un isomorfismo si ha 
p  +  q =  1 (oc*© ß1*) =■ X(("1 (a <-> ß)*); dall’ipotesi che (p  4- q) (e (7) +  ÿ)) =  o, 
segue j é  |=  - |  ST(n(a^ >ß)) ( n  (a ß)), cioè sé  |=  STn(a^ ß)) (a <-> ß) e quindi 
sé  |=  V (a <-> ß).

Si ha infine: X f— V (a <-» ß), cioè X 1— (Ta =  Tß) e dunque [Ta] == [Tß]; 
da questo segue che z(p)  =  z (q) , r  (e (p)) = r ( z  (q)) , r  (z{pj) +  r{z (q)) =  o, 
per ogni r e  £8. Il teorema è così provato.

Il Teorema 1 si può « invertire ». Abbiamo infatti il seguente:

TEOREMA 2. Se ( W  , Ä  , ^  , ë ) è una t —algebra funzionale s e m p l i c e  , 
esiste una teoria, m a s s i m a l e  n o n  c o n t r  a d d i t t  or i a , X in  un calcolo

tale che V algebra ( & , A  , 38 , s ) « associata » a l modello canonico sé di 
X è isomorfa a ( W , Ä , â8 , s }. (Daremo soltanto uno schema della dimo
strazione).
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Sia [pz)$< a un buon ordinamento (privo di ripetizioni) di B — { o ,  i } 
e sia ( Pç )^<a un insieme bene ordinato e privo di ripetizioni. avrà
come simboli predicativi unari la sequenza (Pç )$<<*• Definiamo ora due
applicazioni X: e fx : e? * ^  (con insieme dei termini chiusi di
3? ed insieme delle espressioni di J2?*) nel modo seguente:

V-Xx  == x) =  i (e B) e p. (Pç #) =  ^  ;

se (x è definita per oc e <̂ *, X (toc) =  s (p. (a));

se X è definitiva per ^  e <F*, p. =  / )̂ è la funzione costante di
valore 1 se X (£$) =  X ( -̂), la funzione costante di valore zero altrimenti.

f x ( P ^ )  è la funzione costante di valore 1 se p^ (X (ti)) =  1, è la 
funzione costante di valore zero altrimenti;

se (z è definita per a , ß e $■*, p. (a V ß) =  p. (a) +  p. (ß), e tc ....

Sia ora X la teoria in J&* i cui teoremi sono tutte e sole le formule chiuse 
a dio£P* tali che p, (a) =  1. X è una teoria, non contraddittoria e massimale, 
in il cui modello canonico sd ha l’algebra associata ( j 2 , A , ^ , e )
isomorfa a ( W , A , 0$ , s ).

Possiamo concludere dicendo che il concetto di t -algebra funzionale  
semplice dato in  [5] è « adeguato » per algebrizzare le teorie (non contraddittorie) 
massimali di una 'z-logica monadica.

3. Sia ora X una qualsiasi teoria (non contraddittoria) in Definiamo 
sull’insieme & delle espressioni di la seguente relazione binaria: oc r£ ß sse 
X i— (oc*-»ß). Si verifica facilmente che la relazione ~  è di congruenza per 
l’algebra J r = ( < ^ , V ,  A ,  "1 , ->, <-» ) delle formule di ££ e che risulta
un’algebra di Boole.

Si ha anche che, per ogni a, ß e ^ ,  l’applicazione 9* 1 ^ l x  ^ I x  ^ en 
definita da: 9« [ß] =  [ST0C ß] risulta un endomorfismo di

Osserviamo che, se X h-; (oc oc), allora 9« == 9«: infatti da X n ( k h  oc) 
segue X i— y(oc*->öc) e dunque X h—(toc — toc), da cui (per ogni ß e # )  
<P« [ß] =  <P5 [ß]-

Definiamo ora un’applicazione s : -> ^nd  (*^7 x0 ne  ̂ seguente modo:

s ([a]) =  9« , per ogni oc e S .

Si ha ora il seguente:

Teorema 3. La terna , <^nd (J^/^) , s ) risulta una t - algebra
(monadica) nel senso di [5] (algebra che chiameremo t -algebra d i Lindenbaum- 
Tarski della teoria X).
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Dimostrazione. Basterà verificare le condizioni i'), ii'), iii') di [5], p. 69.

Ad i'): dobbiamo provare che, per ogni oc e $  , <pa ([a]) >  [a] cioè che 
[Sxa oc] >  [oc]. M a X i— ( a —*Sxaoc), per l’assioma debole del t ,  e questo 
prova l’asserto.

Ad ii'): dobbiamo provare che, per ogni oc , ß , y e ê  , (pß (<pa ([y])) =  
=  <pa ([y]), cioè che [STß (Sxa y)] =  [STay], ma questo è ovvio per la definizione 
di « sostituzione » in

Ad iii'): dobbiamo provare che, per ogni oc,ß,ye<^,  si ha

cioè che

ed infine che

Ma:

e

e quindi

[S  ( l(a < -> ß )) ]  >  [S xa y ]  -j- [S Tp y ]
T(n (<*<-+ß»

[S (a *-+ ß)] > [ S X
T(~l(a<—>ß» ï ]  +  [Sxß y ]

[V (a <-► ß)] <  [Sxa Y <-» Sxß y]

X i— (V (oc•*—> ß) —► (toc =  Tß))

X  h-, ( toc =  Tß) (S xa y  S xß y )

X 1 ■ (V (oc > ß) —► (Sxa y Sxß y))

da cui segue l’asserto. Il teorema è così provato.
Abbiamo ora un inverso del Teorema ?..! ^

TEOREMA 4. Se ( A , 6 , s ) è una r-<algebra monadica con | A | >  1 
allora esiste una teoria X (non contraddittoria) in un calcolo tale che la 
'z-algebra di Lindenbaum-Tarski di X è isomorfa a ( A , 6 , s ).

La dimostrazione di questo teorema si ottiene combinando il Corollario 6 
ed il Teorema 8 di [5] con il Teorema 2 del presente lavoro.

Concludiamo con le seguenti osservazioni:

a) il concetto di r-algebra monadica (dato in [5]) è «adeguato» per 
l’algebrizzazione delle teorie di una alogica monadica.

b) è, ovviamente, un lavoro di routine (anche se tecnicamente com
plesso) estendere le definizioni ed i teoremi del presente lavoro al caso di una 
T-logica (elementare) con predicati a più posti ed ottenere così il concetto ade
guato di t -algebra cilindrica (poliadica). Risulterebbe allora evidente che il
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concetto di T-algebra cilindrica dato in [5] non risulta adeguato per l’algebriz- 
zazione delle T-logiche elementari con predicati a più posti, come era già, 
in parte, osservato in [5] (cfr. nota 13, p. 82).
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