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E q u a z i o n i  a  d e r i v a t e  p a r z i a l i .  —  Esistenza e unicità delle solu
zion i d i un problema a l  contorno relativo ad  un equazione ellittico - 
parabolica .  N ota di A l b i n o  C a n f o r a ,  p re se n ta ta (#) dal Socio
C . M i r a n d a .

SUMMARY. — In this Note a boundary-value problem for a 4th order elliptic-parabolic 
equation is presented. Theorems of existence and uniqueness in a suitable Sobolev space are 
also announced. This result is a particular case of a more general theorem concerning a class 
of 2 m order elliptic-parabolic operators.

In una Memoria di prossima pubblicazione [1], ho considerato i problemi 
al contorno che si pongono per una classe di operatori ellittico-parabolici 
di ordine 2 m , stabilendo dei teoremi di esistenza, unicità e regolarizzazione. 
Mi propongo qui di illustrare i risultati ottenuti, riferendomi, per semplicità, 
ad un esempio concreto in cui è assegnato un operatore del quarto ordine in 
un dominio piano.

Detto 7] un numero reale positivo, consideriamo, nel piano euclideo R2 
di generico punto (x , t), il dominio:

G {(x , t) I t >  7] , X 6 + ( t--7])6 < 1} u {(#,*) I -----  I < t <  7] , I X  I <  1} ,

e poniamo:

r = 9G , s0 = {(*,*)er\ t  =  — 1} , ' r0 = r —s0.
Consideriamo anche la funzione:

( /4+0 per t >  o 
a (x , i) =  <

{ o per t  <  o ,

dove 0 è un numero reale positivo.
Detti: q e c due ulteriori numeri reali positivi, introduciamo in G Tope- 

ratore ellittico-parabolico:

L =  Dì +  D? (aDl)  +  gD* +  c.

Per tale operatore poniamo (formalmente) il problema al contorno:

con / e  L2 (G)

, u b,, =  o ,
( 0

Lu = /  in G ,

» |r0 =  Dv u |r# =  o

(*) Nella seduta del 14 febbraio 1976.



A lbino Canfora, Esistenza e unicità delle soluzioni di un problema, ecc. 109

Precisiamo il quadro funzionale in cui ci si pone. Si introduce, anzitutto, lo 
spazio di Banach:

j e  (G) =  { u e U  (G) I Di « , Df u , a (x , t) Df «e L2 (G) ; u |r0 =

=  Dv u |r0 =  u |So =  0} ,

munito della norma:

I l  u  I I j T ( G )  —  [ I l  u  | | l 2 ( G )  +  I l  u  | | l 2 ( G )  +  | |  D ®  u  | | l 2 ( g >  +  | |  u  | | l 2 ( G ) ] ^ 2 -

Si considera, poi, il sottospazio di dd (G):

(G) =  {ue (G) I D* u |s0 =  0} ,

e si prova un teorema di esistenza di soluzioni deboli del problema (1); si prova, 
cioè, il seguente:

T eorema I. Per ogni f e  L2 (G) esiste almeno una ueL?(G ) tale che 
risulti:

(2) j uL* v dx dt — j fv  dx d t , \/v e & (G) .
G G

Si stabilisce, inoltre, agevolmente un teorema di unicità per il problema (1), 
nello spazio (G). Si prova, cioè, che:

T eorem a IL { u e d d ( G ) , Lu =  0}.=> {u =  o}.

La parte centrale del lavoro consiste nel collegare i Teoremi l e II; consiste 
cioè nello stabilire il seguente:

T eoremX III (di regolarizzazione). Se u e L2 (G) verifica l'equazione (2), 
allora si ha\

(3) u 6 (G) , e u verifica quasi ovunque le (1).

Ben si comprende come dai Teoremi I, II e III discenda immediatamente il 
seguente:

TEOREMA IV (di esistenza e unicità). Per ogni f e  U  (G) esiste una ed 
una sola ue£d  (G) che risolva il problema (1).

Lo spazio M’ (G) è un particolare spazio di Sobolev con peso, e la dimostra
zione del teorema di regolarizzazione (III) si consegue adattando opportuna
mente certe tecniche introdotte da M. Troisi nella Memoria [2]. In tal modo si 
riesce appunto a provare che ogni u e  L2 (G) verificante la (2) è, in realtà, 
una funzione per la quale riesce: a Dj L2 (G).

8. — RENDICONTI 1976, vol. LX, fase. 2.
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Ulteriori accorgimenti si rendono necessari per regolarizzare le u  
verificanti la (2) in vicinanza dei punti angolosi di 3G [e cioè dei punti
di r0 n s0].
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