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RENDICONTI
DELLE SEDUTE

DELLA ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

Classe di Scienze fìsiche, matematiche e naturali

Ferie IQJ5  (Settembre-Ottobre)
(Ogni Nota porta a pie’ di pagina la data di arrivo o di presentazione)

SEZIONE I
(Matematica, meccanica, astronomia, geodesia e geofisica)

Matematica. —- /  gruppi fin iti i l  cui reticolo dei sottogruppi è un 
prodotto sub diretto (,). Nota di F e d e r i c o  M e n e g a z z o ,  presentata 
dal Socio G. S c o r z a  D r a g o n i .

S u m m a r y . — We determine the finite groups whose lattice of subgroups is a subdirect 
product of lattices; the main tool we use is the treatment of L-homomorphisms of finite groups 
made by G. Zappa in [2].

U n  teorem a ben noto di M. Suzuki ([1], p. 5) descrive i gruppi il cui reticolo 
dei sottogruppi è un prodotto diretto; in questa N ota si determ inano invece 
i gruppi finiti il cui reticolo dei sottogruppi è un  prodotto subdiretto: la descri
zione, piuttosto com plicata, è nel Teorem a del n. 2.

Lo strum ento principale per ottenere il risultato qui esposto è lo studio 
fatto da G. Z appa in [2] dei gruppi finiti il cui reticolo dei sottogruppi è dotato 
di un  omomorfismo proprio.

i . Se L  , (i e I ; | I | > 2 )  sono reticoli, una rappresentazione di L 
come prodotto subdiretto degli L; è un  omomorfismo reticolare iniettivo 
9 : L  -> X L; dove X L$ indica il consueto prodotto cartesiano dei reticoli L^,

• i € l  ' i e l

tale che, detta tû : X la /-e s im a  proiezione ( /  € I) , 97^ sia una surie-
i e l

zione. Equivalentem ente, una rappresentazione di L  come prodotto subdiretto

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attività dei gruppi afferenti il Comitato per la 
matematica del C.N.R.

(**) Pervenuta all’Accademia il 22 settembre 1975.
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degli può essere definita come una famiglia { <p* : L  L*}ieI di om om or
fismi reticolari suriettivi tale che se x  , y  e L  , x 9* =  y 9* per ogni i e I, allora 
x  =  y . Ogni reticolo L  am m ette rappresentazioni come prodotto subdiretto; 
ad esempio, se L ' — {O} è un reticolo costituito dal solo elemento O, la m appa 
z : L  -> L  X L  tale che x % =  (x , O) è una tale rappresentazione; lo stesso 
dicasi per la m appa 8 : L - > L x L  definita ponendo x8 =  (x , x). Per evitare 
tali casi banali, diremo che la rappresentazione 9 di L  come prodotto subdiretto 
dei reticoli è propria se, per ogni j e  I , çpnj è omomorfismo proprio, cioè 
se cpnj non è né iniettivo né nullo. U n  caso notevole di rappresentazione propria 
come prodotto subdiretto si ottiene quando il reticolo L, dotato di massimo 
I e di m inimo O, possiede un  elemento neutro u  diverso da O e da I; in tal caso 
infatti ponendo x cpl — x  A u  e x Ça =  x  V u si ottengono due omomorfismi 
propri 9i : L ->  [u/O] e cp2 : L  -> [I \u\ tali che da x Çl =  y*x e x 9* =  y *2 segue 
x — y.  Vale inoltre la seguente proposizione, di dim ostrazione ovvia:

P r o p o s iz io n e .  I l  reticolo L  ammette una rappresentazione propria come 
prodotto subdiretto di un numero finito d i reticoli se e solo se L  ammette una tale 
rappresentazione con due soli fa ttori• se L  è finito  L  ammette una rappresenta
zione propria come prodotto subdiretto di reticoli se e solo se L  ammette una tale 
rappresentazione con due fa ttori.

Sia ora G un gruppo; diremo che G è reticolarm ente un prodotto sub
diretto se esiste una rappresentazione propria del reticolo J£?(G) dei sotto
gruppi di G (rispetto alle operazioni di reticolo consuete) come prodotto 
subdiretto  di reticoli.

Lem m a, Siano G un gruppo fin ito , ar ; j£7( G ) - ^ L  un omomorfismo di 
reticoli. or è iniettivo se e solo se, fissato un sistema completo di sottogruppi 
di Sylow di G, per ogni sottogruppo di Sylow  S di ^  la restrizione di g ad 
H  (S) è iniettiva.

Dimostrazione. L a condizione è ovviam ente necessaria. Per la sufficienza, 
supponiam o che c? non sia iniettivo, e siano A , B € J ^ f ( H )  tali che A  <  B, 
A° =  BG. Se p  è un  num ero primo che divide | B : A  | , esiste un ^-sotto
gruppo di Sylow T  di B non contenuto in A. R isulta A° V T° =  A°, cioè 
T  <  A  , da cui (A A T)° =  A° A T° =  T°. Se S è un »̂—sottogruppo di Sylow 
di G contenente T, i sottogruppi A  A T  e T  di S. sono distinti m a hanno la 
stqssa im m agine tram ite <7 . Non può essere Sa =  i°, perché S sarebbe conte
nuto nel nucleo inferiore E  di a come tu tti i suoi coniugati, quindi <7 induce 
su c£?(S) un  omomorfismo proprio. Se S fosse un gruppo generalizzato dei 
quaternioni, sarebbe norm ale e quindi i n ^ 7, oppure il centro di S coinciderebbe 
con S A E  =  S ^A E  per ogni x e G  [1, Prop. 3.7, p. 71], e <7 non sarebbe 
iniettivo sul reticolo di un elemento di H . Resta che S sia ciclico, con comple
m ento norm ale K [1, Prop. 3.5, p. 70]; se g  € K è tale che Sg e S?, risulta 
((A A T f  V K)° =  ((A A T) V K)° =  (T V  K)° =  (T* V K)°, da cui ((A A T f f  =  
=  (((A A T)g V K) A S^)0 =  ((T9 V K) A S")0 =  (T9f ,  e la restrizione di a ad 
IH (fi9) non sarebbe iniettiva, contro Pipotesi.
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2. I gruppi finiti che sono reticolarm ente un prodotto subdiretto sono 
descritti dal seguente:

T eo rem a . Sia  G un gruppo finito. G è reticolarmente un prodotto 
subdiretto se e solo se G =  (Ax X A 2 X B) C con A 1, A 2 , B , C sottogruppi di 
G con gli ordini a due a due prim i tra loro, A 1, A z e B normali in  G e inoltre

i) A 2 =  B =  i, C ciclico o 2-gruppo dei quaternioni generalizzato,
(Ax) fib i ; se A 1 =  i | C | non è un numero primo\ oppure

ii) A i =  A 2 =  i , i l  2-sottogruppo di Sylow d i B è generalizzato dei
quaternioni e il  suo sottogruppo di ordine 2 è nel centro di B , C ciclico, esiste 
un primo p  ed una coppia di sottogruppi U  , V  del p-sottogruppo di Sylow  
Cp di C tali che | V  : U  | =  p  , (U) =  (V) , H B (U) =  H B (V); oppure

ih) A 1 =  A 2 =  i, C ciclico, esistono due prim i p x e p% e due diverse 
coppie U 4 , V, di sottogruppi dei p^-s otto gruppi d i Sylow CPi di C tali che 
I V, : U< I .=  A  , ^ B (Vi) -  (U 4) , H b (V4) -  H b (U 4) (* =  'I , 2) ; oppure

iv) A 2 — i , A 1 i , B come in  ii), C ciclico, per ogni p —sottogruppo 
di Sylow Cp di C ^ B (fiCp (A])) — ^ B (Cp) , H B (ficp (A^) — H B (Cp) ; oppure

v) A 2 =  i , A x ^  i. , B #  i, C ciclicoy per ogni p —sottogruppo di
Sylow Cp di C ^ B f i Cp (Aj)) =  ^ B (Cp) , H B (Aj)) =  H B (Cp), ed esiste un
primo p  ed una coppia di sottogruppi U  , V di (Aj) tali che | V  : U  | =  p,

(U) =  ^ B (V) , H  b (U) -  H b (V) ; oppure

vi) A i =£ i , A 2 7̂  i, C ciclico, G =  (A ^ (A2), p-sotto-
gruppo di Sylow Cp di C ^b  (ficp (A,)) -  ^b  (Cp) , H B (fio* (A,)) -  H B (Cp) 
(i =  i , 2) (l).

Dimostrazione. Sia 9 : (G) L x X L 2 una rappresentazione propria
di (G) come prodotto subdiretto; poniam o 9  ̂=  97^ (i =  1 , 2). Supponiam o 
dapprim a che G abbia un  2-sottogruppo di Sylow S generalizzato dei quater
nioni, e che l ’im m agine di (S) tram ite uno dei 9^ ad esempio 9^ sia una 
catena di lunghezza 1. In  questo caso, detto Z il sottogruppo di ordine 2 di S, 
Z sta nel centro di G e G ha 2-com plem ento norm ale T  ([ 1 ], prop. 3.6, p. 70 
e Prop. 3.7, p. 71); posto cioè A ± =  T  , C — S si ottiene la decomposizione 
prevista al punto i). Supponiam o ora che G abbia un 2-sottogruppo di Sylow 
generalizzato dei quaternioni, che uno dei 9*, ad esempio 92, subordini su 
Hd (S) un omomorfismo proprio, m a che l’im magine di «S? (S) non sia una 
catena di lunghezza 1 né m ediante 9X né m ediante 92.

E noto (sostanzialm ente contenuto ad esempio in [2]) che allora, detto 
ancora Z il sottogruppo di ordine 2 di S, è Z92 =■ o e, se X , Y sono 
sottogruppi non identici di S, distinti, X 92 ^  Y9“; Z sta nel centro di G 
([1], Prop. 3.6, p. 70).

(1) S /  X , Y sono sottogruppi del gruppo G, con Hx (Y) denotiamo Pinsieme dei 
sottogruppi di X normalizzati da Y.
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D ’altra parte  Z*1 o e anzi <pt subordina su JS? (S) un isomorfismo. In 
base a [2] possiamo afferm are che i /-so tto g ru p p i di Sylow di G la cui im m a
gine tram ite cpx è O costituiscono un  sottogruppo norm ale di H all A x; i / - s o t to 
gruppi di Sylow di G (tra  i quali S) sul cui reticolo <px subordina un  isomorfi
smo costituiscono un  sottogruppo norm ale di H all B; A XA B  =  1; A , x B  
ha complemento ciclico C e sono soddisfatte le rim anenti condizioni previste 
in ii) se A x =  i (è sufficiente scegliere U  , V  tali che i < u <  v<cp, 
U^1 =  V^1) o in iv) se A i /  i.

Possiamo ora supporre che o G non abbia 2-sottogruppi di Sylow che 
sono quaternioni generalizzati, oppure né <pt né <p2 inducano sul reticolo di tali 
sottogruppi un omomorfismo proprio.

In  queste ipotesi, diciamo P l’insieme dei num eri primi p  tali che esista 
un ^ —sottogruppo di Sylow di G sul cui reticolo cpx o <p2 induca un omomorfismo 
proprio. Ogni ^ -so ttogruppo  di Sylow di G con p  e P è ciclico e ha comple
m ento norm ale T^; poniam o T  =  A ; T  ha allora complemento ciclico C.

peP
I /-so tto g ru p p i di Sylow di G la cui im magine tram ite cpx è O costituiscono un 
sottogruppo norm ale di H all A* <  T  (i =  1 , 2) ; (Ax A A ÿf ‘ =  i Çi (i =  1 , 2) 
com porta A x A A 2 =  I . I /-so tto g ru p p i di Sylow di G sul cui reticolo <p; 
subordina un isomorfismo costituiscono un sottogruppo norm ale di H all B* 
(i =  i , 2 ) ;  e sia B =  B1 A B a. R isulta: A x X B <  B2 , A a X B <  Bx , 
T  =  A 1 x A 2 x B .

D istinguiam o ora diversi casi:

a) A x =  A 2 =  B =  i : poiché G =  C e =£? (C) possiede un omomor
fismo proprio, I C I non può essere un num ero primo, e G verifica i);

è) A 2 =  B =  1 , A j #  i ; il nucleo superiore Go1} di cpx è un sotto
gruppo norm ale non identico, con A x A G ^  =  i ; è pertanto  G™ <  C , 
i <  Gj <  (Ax) e G verifica ancora i);

c) Aj. =  A 2 — i , B ^  1; cp,; induce un omomorfismo proprio su un 
^ -so tto g ru p p o  di Sylow CPi di C; se U* , V* sono sottogruppi di CPi tali che 
I V, : U< ( = p i e -U* =  V?*, allora (V,) =  ^ B (U<) , H B (V,) =  H B (U<) 
O' =  I , 2) [2]; se U ?1 -  V f1 certo U ï2 ±  V f 2: G soddisfa ii);

<%) A 2 =  i , A i ^  i ,B  #  1: per ogni ^-so ttog ruppo  di Sylow Cv di 
C è (GoV A C X  =  X  , G<v A C P <  Ve, (Ax), quindi ^  (Ax)*1 =  C*1 da cui 
[2] ^bC^CjjCAì)) = -^ (0 2 ,)  , H ß^c^CA i)) =  H B(CP); inoltre esiste un p-sotto- 
gruppo di Sylow Cp di C sul cui reticolo <p2 induce un omomorfismo proprio; 
se U , V  sono sottogruppi distinti di Ĉ , tali che U 9z =  V 92, non possono 
essere entram bi >  ^ Cp (Aj), perché altrim enti sarebbe anche U 91 =  V ?1; 
è chiaro allora che U  , V  possono essere scelti <  (Ax) e G verifica v);

e) A j =  i , A 2 ^  i , B ^  i : ci si riconduce al caso precedente scam
biando <px con <p2;

/ )  A x /  i , A , /  1: come in d) (G ^  A Cp)v< — CP‘, &Cp ( A X  =  Cp’ 
da cui (Ax)) =  %  (Cp) , H b («fq, (Ax) =  H B (C,); se poi ^ / (A x )  #■ Cp

Lincei - Rend. Se. fis. mat. e nat. -  Vol. LIX — Ferie 1975
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non può essere <̂’c^(A2) 5̂  Cp, altrim enti, detto M il sottogruppo massimo 
di Cp , sarebbe M ?I =  C*1, =  C£’; cioè -rG (A i) (A2) >  C e G
verifica vi).

Viceversa, supponiam o che G abbia la stru ttu ra  descritta nell’enunciato, 
e costruiam o, nei vari casi previsti, una coppia di omomorfismi reticolari che 
fornisca u n a  rappresentazione propria di 3? (G) come prodotto subdiretto,

Se G verifica i) e U  è un sottogruppo di ordine primo di r c (Aj), 
U  è neutro in 3 (G) ([1],. Th. 12, p. 79) e la rappresentazione è stata 
descritta al n. 1.

G verifichi ii): detto  Z l’unico sottogruppo di ordine 2 di B, g : 3 (G)-+ 
3 (G/Z) dato da X° =  XZ/Z è un  omomorfismo proprio ([1], Th. 13, 

p. 79). Se H , K sono due sottogruppi di C, H =  IIH ? , K =  I1K ? le rispet
tive decomposizioni prim arie, diciamo H ~  K se H ? =  K ? per ogni primo 
q *  P e inoltre t ì P =  K p oppure Hp =  U  , Kp =  V  oppure Hp =  V  , K„ =  U . 
Siamo poi X , Y sottogruppi di G; essi possono essere rappresentati come 
X =  (X A B) , Y =  (Y A B) Yj con j Xj | e | Yx | divisori di | C | ; diremo 
X = Y  se X A B  =  Y A B  ed esiste b e  B tale che Xj ~  Y*. =  è una 
congruenza in 3 (G) e la m appa r  che ad ogni sottogruppo di G associa 
la sua classe di congruenza è un  omomorfismo proprio ([2], pp. 91 e 
seguenti). Se X , Y e 3 (G) , X #  Y , X° =  Y°, allora è X =  Y x  Z oppure
Y =  X X Z; in entram bi i casi X A B  ^  Y A B  e quindi X T ^  YT: la 
coppia g  , T è quella cercata.

G verifichi iii): se H , K  sono due sottogruppi di C, H =  IIH^ , K =  IIK r 
le rispettive decomposizioni prim arie, diciamo H K se per ogni
prim o q fi p i e inoltre H p. =  Kp. oppure Up. =  \Ji , K Pi =  V i oppure 
H-Pt =  ^ i  , KPi =  U^. Se poi X ,  Y e i f  (G), rappresentatili nella form a 
X =  (X A B) X j , Y =  (Y A B) Y 1 con | X 3 | e | Y3 | divisori di | C | , po
niam o X — ̂ Y se X A B  =  Y A B  ed esiste b e  B tale che X j Yi
(i =  1 , 2). = !  e sono congruenze in J^(G ), la m appe q  e t 2 che ad
ogni eleménto di ££ (G) associano la propria classe di congruenza rispet
tivam ente modulo ~  3 e —2 sono omomorfismi propri; da X =1 Y e X -a-2 Y 
segue X =  Y: la coppia , t 2 fornisce la rappresentazione cercata.

G verifichi iv): detto ancora Z l’unico sottogruppo di ordine 2 di B, 
g : ££ (G) -> ££ (G/Z) dato da X° =  XZ/Z è un omomorfismo proprio.
Poniam o poi A 1 (A3) =  A x X N 3 ; risulta 1 <  B <  <  G ; t  : Sfi (G) ->
•^(N i) dato da X T — X A N x è un omomorfismo proprio ([ 1 ], Th. 11, p. 75) 
e g  , t  forniscono la rappresentazione cercata.

G verifichi v): posto ancora A 3 (Ai) =  A 1 x N 1, risulta 1 <  B <  N 3 <  G 
e g  : ££ (G) -> =âf (N3) dato da X CT =  X A N, è un omomorfismo proprio.
Se H  , K  sono sottogruppi di C, H =  I I H , , K =  r iK 4 le rispettive decom 
posizioni prim arie, diciamo H ~  K se =  Kq per ogni primo q ^  p  e 
inoltre H„ =  Kp oppure =  U  , Kp =  V  oppure B.p =  V  , Kp =  U . Siano 
poi X , Y 6 jSf (G) rappresentati nella form a X =  (X A A x) (X A B) X x ,
Y =  (Y A A !) (YA B) Yx con | X x | , | Yx | divisori di | C |; diciamo X =  Y
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se X A A x =  Y A A x , X A B — Y A B ed esiste b e  B tale che ~  Y j . s= 
è una congruenza in SS (G) e se per ogni X e SS (G) diciamo X T la sua classe 
di congruenza otteniam o un omomorfismo proprio. Se X , Y e SP'(Gì) , 
X fi Y m a X T === YT, allora X x ed Y 1 sono contenuti in (Ax) <  N j , 
X = .(X  A AO X (X A NO , Y =  (Y A AO X (Y A NO e dunque X° =  X A N, fi 
^  Y A Ni =  Y° : (j , T forniscono una rappresentazione propria di Se (G) 
come prodotto subdiretto.

G infine verifichi vi): posto (AO =  A ^ x N ^  è 1 <  Â* <  N* <  G;
gì : S? (G) -> SS (NO dato da X°* =  X A N{ è un omomorfismo proprio 
(i =  I ,2) .  Osserviamo ora che, se S è un arbitrario  /-so tto g ru p p o  di Sylow 
di G, risulta S <  N x oppure S <  N 2: la cosa è ovvia se S <  Aj^xAaXB — T;  
altrim enti ST /T  <  ÇN1T /T ) (N2 T /T ) =  G /T  che, essendo ciclico, ha il 
reticolo d istributivo; allora ST /T  =  (ST/T A N x T /T ) • (ST /T  A N2 T /T ) e 
quindi per un  indice i ST <  N* T  =  Â  X , da cui S < N ^ .  M a allora 
l’omomorfismo t  di Sf (G) definito ponendo X T?=  (X Gl, X°a) e SS (Nx) X JS?(N2) 
è iniettivo su tu tti i sottogruppi di Sylow di G, ed è dunque iniettivo, 
a norm a del Lem m a del n. 1, il che conclude la dimostrazione.
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