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Geometria algebrica. —  Su  dì un Teorema di confronto (#). N o ta  di 
M a s s i m o  L o r e n z a n i  e A n t o n i o  M a s c h i e t t i ,  p re s e n ta ta  (**} d a l S ocio  
B. S e g r e .

Summary. —- In this paper an extension to schemes of Siu’s comparison theorem is given, 
whence an extension of a theorem by Hartshorne is derived.

Scopo di questa N ota è di dim ostrare il seguente:

TEOREMA I. Sia  (X  , (9 fi) u n  c  {x)-schema separato localmente d i tipo 
f in ito , Y un chiuso d i X ed F  un (9̂ - Modulo coerente. Se i fa sc i d i coomologia 
locale d?Y 0^0 e ddfi ( F )  (2) sono coerenti per i <  n, con n intero fissato, allora 
g li omomorfismi canonici

^  ( jn A jr4h (#■*)

sono isomorfismi per ogni i <  n.

Questo Teorem a è u n ’estensione al caso degli schemi del Teorem a B di 
Siu ([7]) (3) e 3o si ottiene utilizzando metodi algebrici, tenendo presente l’idea 
della dim ostrazione del succitato Teorem a B. U na conseguenza im m ediata 
del Teorem a I è la generalizzazione di un Teorem a di H artshorne ([5], 
Teor. 2.1, p. 222).

P roposizione i . S ia  M un A -m odulo  d i tipo fin ito , con A a?iello noe- 
theriano ed N un sottomodulo d i idi. Se B è un anello noetheriano piatto su  A, 
per ogni t  cM  si ha\

(N : t)A® A B ^  (N (x)A B : ( t )® A B)b.

Dimostrazione. Indicata con t la classe di t mod N, si ha la seguente 
successione esatta:

o -------> (N : t)a — > A —-—> Hom A QA , tA)

ove a è l’omomorfismo associato alla moltiplicazione per a e A . Poiché B è
piatto su A, la successione

o -------> (N : t)a ® a B — —> B Hom A QA , tA) ® A B

è ancora esatta; ed essendo H om A QA , t A ) ® A B ^  H om B (Q)® a B , Q)®a  B)
(cfr. [1], Cap. I, Prop. l i ) ,  risulta Ker oc®i — (N (x)A B : (f) ® A B)b , q.e.d.

(*) Lavoro eseguito nell’ambito del gruppo di ricerca G.N.S.A.G.A. del C.N.R.
(**) Nella seduta del io maggio 1975.
(1) C denota il campo dei numeri complessi.
(2) « h » denota il funtore spazio analitico associato.
(3) I numeri tra [ ] rimandano alla Bibliografia posta alla fine del lavoro.
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DEFINIZIONE i. Sia M un A-modulo di tipo finito, con A anello noethe- 
riano, I un ideale di A  ed N un sottomodulo di M. Indicherem o con N (Y)M, 
ove Y denota il chiuso di Spec (A) definito da I, il seguente sottomodulo 
di M:

N (Y)m =  { t € M/pa; (f) € !Six per ogni x  € Spec (A) f x  I}, 

ove è il morfismo M -> M* =  M ® A A# .

DEFINIZIONE 2. Se (X , Ox) è uno schema localmente noetheriano, 
un (Px-M odulo coerente, & un sotto 0x~Modulo coerente di JF, Y un chiuso di 
X  ed J  il fascio di ideali che definisce Y, indicheremo con (Y)jr il sottofascio 
coerente di dF ottenuto per incollam ento sul ricoprim ento di aperti affini noe- 
theriani di X dei fasci associati ai sottomoduli di cui alla Def. 1.

P r o p o s iz io n e  2. S ia  M un  A —modulo d i tipo fin ito , con A  anello noe
theriano, N un sottomodulo d i M, I un ideale d i A  ; posto Y =  "N(I), esiste un 
intero k tale che risu lti N (Y)M — (N • I*)m-

Dimostrazione. Poiché M è un A-modulo noetheriano, la catena di sotto
moduli

(N : I)M C (N : I2)M C • • • C (N : ln)M C • • •

è stazionaria; pertanto, esiste un intero k  >  1 tale che (N : IW)M ^  (N : lh) M 
per ogni n  >  k. Considerato un elemento j  € (N : I*)M si ha che s l k C N; 
e, se #  e X =  Spec (A) non contiene I, risulta l k ®  a  A x ^  A^. Inoltre, poiché 
A x è p iatto  su A, abbiamo:

(N : l k)M ® a A x ^  (N (g) a A x : I* ® A ^  (N*. : A^)Ma. ^  ;

ovvero p  ̂(s) € e quindi s £ N (Y)M.
Vicevèrsa, se t 6 N (Y)M , 9x(f)  e per ogni x  I. Considerato l’ideale 

J — (N : f)a, in virtù della Prop. 1, l’insieme E (]  , A) =  { r  e X -  Spec (A) / 
]x =kz A x ) è contenuto in Y, quindi J) C "T(I). Ne segue che I C rad  (J), 
ovvero l n C J per qualche intero n\ pertanto t \ n C /J  C N  e t € (N : I^)M.

COROLLARIO. S ia  (X , Of) uno schema localmente noetheriano, Y un chiuso 
di X, -Jf t l  fascio d i ideali che lo definisce, un Ox — Modulo coerente e & un
sotto Ox — Modulo coerente d i allora risulta'.

n

Siamo ora in grado di procedere alla dim ostrazione del Teor. I; al riguardo 
sussiste infanto la

PROPOSIZIONE 3. Nelle ipotesi del Teorema. / ,  Vomomorfismo canonico 
d fx  (JT f1 -> dd-yh (JTh) è un isomorfismo.
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Dimostrazione, Posto ^  =  o, dalla Def. 1 risulta che X y (& )  =  O (Y)jr 
e X \ n ( ^ A) =  O (Y h) ^ h . In virtù del corollario precedente si ha che O (Y)& =  
=  U (O : X n)sr, dove J  b il fascio di ideali che definisce Y, e O (Y h) ^ h =  Ü

n n

(O : X J h)n)&h. Indicata con <p l ’applicazione XA X,  l’anello locale &x,<?(x) 
risulta essere fedelmente piatto su Gxh,x (cfr. [2], Exp. X II), onde l’asserto segue 
dalla Prop. 5 di [7].

Si osservi che i due fasci di coomologia locale fy  ( X )  e X 'yu (JPh) sono 
sem pre coerenti: si veda anche [2] Exp. V i l i ,  Cor. 2.3 per il caso algebrico; 
[8], Prop. 1.9 per quello analitico..

Dimostrazione del Teor. / .  Procedendo per induzione rispetto ad i9 ed 
osservato che il caso i — o segue dalla Prop. 3, supporrem o vero il Teorem a 
per i <  i <Ç n  —  1. Indicato con X  il fascio O (Y)jr e con j  il morfismo d ’in
clusione X — Y -> X, poiché Supp (X )  C Y, risulta 0?  ( X  / Y — Y) =  o 
per ogni i  >  o. Inoltre, essendo X \  (X )  =  Coker ( J f ( X  \ X — Y)) 
e X y +1 ( X )  =  ( X / X  —■ Y) per ogni i >  1, segue che tu tti i fasci di coo
mologia locale X 4 (X") sono nulli (cfr. [3], Exp. I, Cor. 2.11). Dalla successione 
esatta di fasci

o o

si ottiene la successione esatta dei fasci di coomologia locale

-> x 4 ( x )  -> x \  ( x )  -> x \  ( X I X )  x 4+1 ( x )

ed essendo X y  ( X )  =  X 4+1 ( X )  =  o, si ha che X 4 ( X )  == X \  ( X  \ X )
per ogni i >  1. In modo analogo si deduce che X 4h ( X h) =  Xyh  {ß?h / X h),
Pertanto, a meno di scam biare il fascio X  con il fascio X  / X  possiamo 
supporre che sia X  =  o.

Poiché la questione da tra tta re  è di natura locale, possiamo limitarci al caso 
in <pui X sia uno schema affine, cioè X =  Spec (A) con A C -algebra di tipo 
finito, X =  M con M A-modulo di tipo finito, Y =  X(Y)  con I ideale di A. Dato 
che O (Y)jf =  X y  ( X )  — o, in virtù del Teor. 3.8 di [4], risulta profY X > \ ]  
pertanto, esiste un elemento /  e I che non è divisore dello zero per X.  
Indicato con 9 il morfismo X  -> X  definito dalla moltiplicazione per / ,  si ha 
che K er 9 — o su X. Inoltre, se Q è un aperto arbitrario  di X.h relativam ente 
com patto, per l’ipotesi di coerenza dei fasci X \  ( X )  e X \ h h) e per il fatto
c h e /  si annulla sui loro supporti, esiste in intero m  positivo tale the

f m X 4( X )  =  o su X e f m x 4h ( X h) =  o su Q.

Sia il morfismo ottenuto applicando m  volte 9 e ^  =  Coker ty. L ’ipo
tesi di coerenza per i fasci di coomologia locale assicura che i fasci X \  (&), 
X yìi (&h) sono coerenti per ogni i < ln  —  1 ; pertanto, dalla successione esatta 
di fasci

> X ~ X ^  X ------- ► ^o -> o
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si ottiene il seguente diagram m a com m utativo le cui righe sono esatte:

------ > ( jr )* ------- > J?*-1 { g r f ------ * je* (,$rf _Jü_y ( g r f ------ >

a ß |y
v Nl'

— — >  h 1 h) ----------- > ^ i h  1 ( ^ )   ------ > — - >  ^ Y h ( ^ h) — ____►

Per ipotesi induttiva a e ß sono isomorfismi, ed inoltre Im  ^  =  o su X h, m entre 
Im  “  o su Q, ne segue che y è un isomorfismo su Q. D ata ra rb itra rie tà  
dell’aperto Q , y risulta essere un isomorfismo su tu tto  X h, e ciò com pleta la 
dim ostrazione del Teorem a.

Sia X un C-schema separato localmente di tipo finito, Y un chiuso di 
X avente dimensione .r, F  un 0 x~M odulo coerente. Posto k =  inf prof, F x

x e X - Y
i fasci di coomologia locale Jtfy (fF) risultano coerenti per ogni i <  k  (cfr. [2], 
Exp. V i l i ,  Cor. 2.3). D ’altro canto, posto k' =  inf prof F x si ha che k ' >  k ,

xeXh - Y h

ed inoltre i fasci di coomologia locale (fi? h) sono coerenti per ogni 
i <  k ’—s (cfr. [9], Cor. 2.3); pertanto, sia i fasci dCf (ß") che i- fasci h ß ^ h) 
risultano certam ente coerenti per ogni i <  k — s. Quanto sopra consente di 
form ulare il seguente

TEOREMA II. Sia  X  un  C -schema separato proprio , Y un chiuso d i X  
avente dimensione s. Posto U  =  X ■— Y si ha\

1) i  morfism i canonici

oq : H* (U , F )  -> ET (Uh , F h)

sono isomorfismi per ogni i <  k  — ^ — 1 e per ogni fascio coerente F  su  U; 
inoltre, questi g ru p p i sono d i dimensione fin ita .

2) Se k  —  s t> 2, i l  fun tore F -» F  'e pienamente fedele sulla categoria 
dei fa sc i coerenti su  U .

3) Se k  —- s > 3 ,  z7 fun tore F  F h induce uri equivalenza d i categorie 
tra i  fa sc i algebrici coerenti su U  e quelli analitici coerenti s u \ 5h.

Dimostrazione. Segue dal Teor. 2.1 di [5], tenuto conto del Teor. I e 
del Cor. 4.3 di [2].
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