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Analisi matematica. — Sur la détermination des fonctions analy
tiques à singularités données par certaines conditions aux limites mixtes 
et conditions de raccordement. Nota di S o r in  G o g o n e a , presentata (*> 
dal Socio G. S a n s o n e .

RIASSUNTO. — Siano Di e D2 i domimi y  >  o e y  <  o del piano complesso z —x  -fi iy 
e Lj (s =  I i 2 , • • •, / )  , T m (m =  1 ,2  , • • •, q) , fi -fi q segmenti sull’asse reale senza punti 
comuni. Si determinano due funzioni analitiche f j  (z) =  97 -fi definite in Dy (7 =  1, 2), 
le quali hanno singolarità isolate, con le seguenti condizioni: sono dati i valori delle 9j  e in
stigli orli corrispondenti di tagli disposti rispettivamente lungo Ls e T m, mentre sulla parte 
restante dell’asse reale i valori di 9/ e  verificano le condizioni di raccordo (3) e (4).

i. Soient dans le plan complexe z  =  x  -fi iy les domaines D 3 : y  >  o 
et D 2 : y  <  o et considérons sur Taxe réel L  les segments disjoints L s : A s Bs 
(s == i , 2 , • • •, p)  et T m : Cm Dm (m =  1 , 2 , • • •, q), dont la position relative 
est quelconque. Les abscisses des extrém ités de A s Bs et Cm D m seront notées 
p ar a§ , bs respectivem ent cm , àm et supposons a1 <  bx <  • • • <  av <  bp , 
Ci <  di <  • • • <  cq <  d q. Soit E l’ensemble des extrém ités des segments A s Bs, 
leurs abscisses considérées dans un ordre arbitraire étant notées par 
eri(n =  i , 2 , • • •, 2p).  Soit également E ' l’ensemble des extrém ités des segments 
Cm Dm et e f l  — i , 2 , • • •, 2 q) les abscisses correspondantes considérées dans 
un ordre arbitraire et posons E U E ' .  Désignons par L* et L7 le côté
supérieur (vers y  >  o) respectivem ent inférieur de la coupure pratiquée sur 
L s. D ’une façon analogue soient et TG les deux côtés de îa coupure p ra ti

quée sur T m et posons L + =  u l f  , L~ =  \ j L 7  , T + = ü T Î , T “ =  u T
s = l  s —l  m = 1 m = l

Enfin si L  représent la réunion des segments L 5 et T m posons L 0 =  L \ L * .
Soient ensuite F j^ )  et F2'(#) deux fonctions uniformes définies dans tout 

le plan, à l’exception de l’ensemble Sx respectivem ent S2 de leurs singularités 
isolées. On suppose que Ŝ - G D̂ - de la sorte que F^ (z) est holomorphe en

(r + y ) -
D ans cette Note nous nous proposons de résoudre le problèm e suivant: 

déterm iner les fonctions analytiques f f z )  définies en D / \ S  f j  = 1 , 2 ) ,  con
tinûm ent prolongéable sur L \< f  telles que:

a) L a différence 

( 0  ^  (*) = / , ( * ) -  F j (s)

est* holom orphe en D̂ -.

(*) Nella seduta del 12 aprile 1975.
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b) Au voisinage des points de ê  on ait

(2) I f i  00 I <  > a  e (o , I)

où êp est l’un des points en ou ex.

c) Les valeurs limites f j  (Ç) de f j  (z) vérifient les conditions

(3) R e { ^ / 1 ( 0 - ^ / * ( 0 }  =  o , ( é L0

(4) Im {.A ( 0 — ’A  ( 0 )  =  ° Çe.L0

(5) Re { A  ( 0  }  — m i ( 0  > C f L + ; R e { / 2 (0}  =  « 2( 0 , ÇeL

(6) I m { / i ( ^ }  =  «1 (Ç) , ( e T + ; I m { / 2(0} =  ^ ( 0 , Ce T

où m 1 (Ç) et m 2 (Q respectivem ent nx (Ç) et n 2 (Ç) sont des fonctions hôldériennes 
données sur L s respectivem ent T m et kx et /è2 des constantes réelles données 
de la sorte que kx +  k 2 =)= o.

Si kx — k% ce problèm e coïncide avec le problème m ixte que nous avons 
considéré auparavant [ i ]. Sous la forme énoncée le problème est susceptible 
des im portantes applications dans la théorie de la filtration.

2. In troduisons les fonctions

(7) 0 ^ )  =  ^ )  ; g l ( ß ) = Ü ¥ ) -

Gi(z)  est définie dans tout le plan à l’exception de l’ensemble S* de ses singu
larités, où Sj C D ] est l’ensemble des points sym étriques à S2 par rapport 
à l’axe réel, tandis q u e ^ ^ )  est définie en D jX S* et telle que (Y) —  Gx (/) 
est holom orphe en D x. On a pour chaque Ç e L \ S

(8) g i S ô = W ) ,

ou

(8') Re{*x(Q} =  Re{_/2(0} ; Im { g i  (Ç)} =  -  Im { /2 (Ç)}.

Il s’ensuit que les conditions (3) et (4) devienent

(9) R e { ^ / , ( 0  — ^Â .(Q } =  o ; Im { /1(Q +  f t (Q} =  o.

A lors’ comme dans [2], introduisons les fonctions H (z) et .K (s) définies 
en D jX 'S , U G*) par les relations

(10) H (*) =  *> A (*) — &!&(*) ; K (s) =  A (*)+&(*)

3. Compte tenu de (2), (7), (80, (9), (S) et (6) il résulte aisém ent que si 
l’on pose

(11) Ho (*) =  Fx {£) — kx Gx (2)
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alors la différence H (z) — H 0 (z) est holomorphe en Di et

( °  j £ 6 Lo
R e { H ( Ç ) } =  , , /rN y  ̂ T

K  m x (Q — kx (C) , C ^ U L S
(12) \ «=i

l m { U ( £ ) }  =  kt n1<$ +  k1ni (Ç) , K e Û T m.
m —l

En conséquence H (z) est la solution d ’un problèm e m ixte de Volterra 
à singularités données pour le demi-plan supérieur [3]. L a solution de ce 
problème s’obtient de la façon suivante. Soit

(13) Z(*) =
n  (z  —  e'i)

2q , >
n  (z — ej))=r+1

où le radical est considéré holomorphe dans le plan m uni des coupures sur 
T m et tel que, Z (z) est réelle et positive pour x  =  z  >  m ax {^1 , , • • •, e2q).
Donc zZ (z) est la solution du problème homogène sans singularitées qui est 
bornée au voisinage des points ex , e2 , • • •, er) donnée à l’avance.

Soit ensuite N (z) la somme des parties principales de la fonctions 
—• z‘H 0 (z)\Z (z) relativam ent à toutes ses singularités. Alors on a

(14) H (z) =  iZ(z)  | n  (z) +  nTF) +  P ,_ r (*) +  r .  f +
L +

I i f  kî *i(Ç) + h  «2(0 Ì^  * J Z+(Q j ’
T +

où P ?_r (z) est un polynôm e arbitraire à coefficients réels de degré q —  r  si 
q — r  >  o et qui se réduit à une constant C0 , réelle, si q — r  <  o.

Si q —  r  >  o, la fonction H (z) défine par (14) satisfait à toutes les condi
tions imposées. P ar contre, si q — r  <  o , H (z) possède un pôle supplém entaire 
d ’ordre r  — y à l’infini. En effet si l’on pose

(V ) - y  = N ( * )  +  N (* ),

N (z) étant donc holom orphe, on obtient de (7), (11), (14) et (15) sans difficulté 
que
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F2(Y) et Fj(^) sont holomorphes en D 1} mais compte tenu de (13) Z (Y) 
a un pôle d ’ordre r —  q à l’infini et donc K (z) ■— K 0 (z) possède également 
ce pôle. Afin q u ’il disparaisse il faut et il suffit que la parenthèse qui m ultiplie 
Z (F) ait à l’infini un zéro de m ultiplicité r-— q . Supposons qu ’au voisinage de 
£ =  00 on a le développem ent

___  00
N (V) +  N (s) +  { K  [Fi(*) -  Fx (*)] +  kx [F ,(*) -  F ^ ) ] }  +  C0 =  £  v, *~j .

' ' ' Ò—0

Alors la solution (14) possède les singularités voulues si et seulement si

(16) c 0 II 0

(16O > . + - f A
mi (9 — 4  (9 

z+(9 X, - 1 dC +
L+

*i(9 + 4*2(9 ; 
z+(9

OIItH!V P

T +

et dans ces elle est unique. La condition '

s =  i , 2 ,• • • ,r-— q ~~ i

prenant C0 =  o.

4. D ’une façon analogue si l’on pose

(17) K 0 (*) =  F, (*) +  G! (*)

alors la différence K (z) — K0 (2) este holomorphe en D! et l’on a

Re { K (Q } =  m1 (Ç) +  m2 (Ç) , Ç e u  L,

(18)

I m { K ( 0 } =
^ G L q

—  C e u T M.

On aboutit de la sorte de nouveau au problème de V olterra à singularités 
données pour le dem i-plan supérieur. L a solution X (z) du problèm e homogène 
sans singularités qui este bornée au voisinage des points ely e2 , • • •, et donnés 
à l’avance est de la forme

(19) X (*) =

en choisissant la déterm ination du radical qui est holomorphe dans le plan 
m uni des coupures sur L s et qui prend des valeurs réelles et positives pour 
# =  x  >  m ax {ex , e2 , • • •, e2p}. Alors si M (z) est la somme des parties prin-
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cipales de la fonction K 0 (^)/X (z) relativem ent à toutes ses singularités on a

(20) K(*) =  X (*) M W +  M(5) +  +

* f ^ i ( C ) + ^ 2(0 àZ . i f  ^ ( 0 - ^ ( 0  dÇ 
TT J  X+(Ç) ar— ç TT J  X +«) * — Ç

L +  T +

où Qp-t(z)  est un polynôme arbitraire à coefficients réels de degré p — t si 
p — t  >  o, et qui se réduit à une constante réelle Co si p  — t <  o.

Si p  —  t  >  o , K (z) satisfait à toutes les conditions. Si p  — t  <  o, en
posant

(21) M  =  M (*) +  m w ,

on obtient comme dans les cas précédent

K (z) — KoO) =  F2(»  +  Fj(f) +  X (z) j—- M (» — M(S) +  C£ +

* f  m 1 ( Q + m 2 ( Q  dÇ ! f  «a(Q — »i(0 dÇ )
1 '  " J. X+(Q. Z   ̂ 7T J X + ( 0  * — Ç '

L +  T +

Il s’ensuit que la différence K ( z ) — K 0 (z) possède encore un pôle d ’ordre 
t — p  à l’infini du à X(#). Soit q u ’au voisinage de z  — 00 on a le dévelop
pem ent

00

(22) M(*) +  M &  +C o -  X—  [F^*) +  F 2(*) +  FT(I) + K W ]  =  g  [X,s->.

Alors K (z) donnée par (20) possède seulement les singularités voulues 
si et seulement si

(23) Ho =  o

(23') 1*. +  i  I r 1 « +
L +

T +

Ces conditions, dont la première peut être remplie en prenant Cq =  o, 
assurent l’unicité de la solution.

5. U ne fois H (z) et K (z )  obtenues, /i(-S') et gj_(z) résultent de (10) sous 
la forme

En utilisant ensuite la deuxièm e relation (7) on déduit l’expression de / 2(V).
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T out calcul fait en obtient la solution du problème posé sous la forme

/lOO =  -ç fç ^  I K X O) M (z) +  M(I) +  Qp-t(z) +

. *' f  « i ( 0 + »« 2 ( 0  d Ç I f  « , ( 0  — » i « )  dÇ ]"t~ n J X +(0 « I X +(0 * —Ç P"
L +  T +  J

+  f z  (2) N 0 ) +  N (S) +  P ,_ r (*) +  ± f
L +

m2%) dÇ
* — î: +

+
i I /é2« i(0  +  i i « 2(0 dî

Z+(Q * — K
T +

/.(* )  =  I 4  X (*) [ m  (*) + M W  +  Q p- t (s) +

, *• f  m ( Q  + m ( 0  dÇ I f  »,(0 — » ,(Ç) dÇ
* J  X +(0 z  Ç 7T J X+(Ç) * — ç

L +  T +

+

+  *Z (2) NW +  N(*) +  Pf. f W i f  * 2 ^ 1 ( 0 — £ i w a ( o  d ç* J z+(Ç) ■+"
f  ^ 2 ^ l ( 0  +  ^3 «2  ( PJ Z+(0

T +

dï
* — ç

Pg_r (^) et Qp- t (z) ayant la signification précisée au nn. 3 et 4.
Cette solution est bornée au voisinage des points e1 , e2 , • • •, e: , e1 , 

2̂ , • • •, g  et dans le cas q — r  > 0 ,  et p  — t >  o elle contient p  - f q — r — t +  2 
constantes arbitraires réellés. Si q — r <  o, ou p  —  t  <  o, (24), où Y on doit 
prendre Pp_r (V) =  o, ou Qv- t ( f )  =  o, représente la solution bornée au 
voisinage des mêmes points si et seulement si les conditions (16') ou (23') 
sont satisfaites. L ’accomplissement de ces conditions assure en même tem ps 
l’unicité de la solution.

On peut assément vérifier que si kx =  k2) alors ^ ( z )  =  / 2 (z) et l’expression 
com m une de ces functions coïncide avec la solution du problèm e m ixte 
considéré, en [i] correspondant aux singularités données par F1 (2) +  F 2 (#).
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