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Analisi matematica. — Su wn sistema di equazioni integrali di
Volterra di prima specie non riconducibile ad uno di seconda specie.
Nota II di GiuseprE CoNGEDO e ANTONIO LEPORE, presentata ) dal
Corrisp. G. FIcHERA.

SUMMARY. — This Note II continues the research initiated in Note I. Now the
Mellin transform is used and a new existence and uniqueness theorem, in a suitable func-
tion class, is proved. An explicit solution in closed form ijs exhibited.

3. STUDIO DEL SISTEMA (I.1) MEDIANTE LA TRASFORMAZIONE DI MELLIN ®

Nei paragrafi precedenti abbiamo studiato e risolto il sistema (1.1) dimo-
strando lesistenza della soluzione # nella classe C™ [0, x,].

L’intero s dipende dal «dato» ¢ a causa della (1.7).

Cercheremo ora, seguendo la prof. Sneider, di provare l'esistenza della
soluzione di (1.1) in una classe di funzioni assegnata «a priori», non dipen-
dente dal «dato» o.

Volendo, a tale scopo, applicare la tecnica della trasformazione di
Mellin, dovremo supporre che la soluzione #z (x) e la ¢ (x) siano definite in
(0, + oo).

D’altra parte, poiche interessa la restrizione di % (x) in [0, %], ¢ suffi-
ciente supporre che ¢ (x) sia a supporto compatto contenuto in [0, X], con
X > x,.

Sia # la classe delle funzioni u(x) = (uy (%), %5 (x),- -, 2, (%)), tali
che:

i) 2 (x) & definita e continua in (o, -+ c0);
ii) per ogni u €.#, esiste £, > o tale che, per 0 <& <&, si ha, per
ogni x > o,

(3.1 | ()] < Kea™,

essendo K; una costante positiva che dipende solo da « e da &.
Si ha intanto che, se u €4, posto { =E + s, con 0<§ <&, la
funzione reale | x° '« (x)| & sommabile in (o, + o).

(*) Nella seduta dell’8 marzo 1975.
(3) La numerazione dei paragrafi e delle formule della presente Nota, segue quella della
Nota I dello stesso titolo.
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Infatti, detti &' e & due numeri reali tali che o <¥ <§ < £ < o,
si ha, per x > o,
— — I
(3.2) [ @) = [ u @] < Ko —
g1 I
E2265] = Re' oy -

La I disuguaglianza prova che |x" ' (x)| & sommabile in (o, 1),
mentre la Il prova che Ixc_lu(x)] ¢ sommabile in (1, + oo0). Pertanto
per ogni u €4, esiste, per o < RBL < £, la trasformata di Mellin

—!:00
J P u(x) dx .

0

Tale trasformata & funzione olomorfa di { nella striscia: o < % < £,
Dimostreremo per il sistema (1.1) un teorema di esistenza e unicita nella
classe .#, e daremo contemporaneamente un’espressione esplicita della solu-

zione sotto le seguenti ipotesi per ¢ e §:
1

a) ¢ (s)€C'[o,1]; &) deto (1)==0; ) det (cp(s) ds == o;

0
d) 4 (x)€C*(0, + o0); ¢) ¢ ha supporto compatto contenuto in [0, X],
con X > x;

f) " (x) assolutamente continua in ogni intervallo [o,#] (z > o);
&) ¥ (%) = xdq () con Y, (x) €C’[0, + oco).

Supponiamo inoltre X > 1.
Sussiste il seguente teorema:

) Esiste, nella classe M, una ed una sola soluzione del sistema (1.1).
Essa ¢ data dalla seguente formula:

+00 1 -+00
o 1
<3.3> %<x> - %/x—(&!—iﬂ) [( / i) @ (;) dl‘) [ﬁ—z-}—in q) (l‘) dl] dn ,
— 00 0 0

per 0 <& <&, con & opportuna costante positiva, essendo sommabile la fun-
+o0

‘zione che compare sotto [I'integrale J .

Sia:

» 400 +o0 +o0

¥ (%) = J 7Y (x) do = ’xi"l bo(@dx ; W, (0= f 27N () dae
0 0 0
! !

PO =+ Tewmdr 5 o = | @dr.
0

0
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Osserviamo che ¥, (¥) & olomorfa nel semipiano %% > o, mentre ®,(g)
¢ olomorfa nel semipiano £{ < 2. Pertanto esse sono simultaneamente olo-
morfe nella striscia o < Z{ < 2.

Integrando per parti si ha:

“+ oo

V() =— | €= D@ dr = (1 — DY D)

1

QD=9+ [E—Dre@dr=e)— 11— O,

0

da cui

— @
D Q) = ‘P(I)I—cl(Q .

Alla dimostrazione del Teorema I ¢ opportuno premettere lo studio del
comportamento di ¥ (€ +4m) e di @, (£ + 7v) al tendere a oo di |7 |.

Fissiamo 3 € R tale che 0 < § < 2. Preso ¢ > o, si puo determinare 7, ,
0 <t < 1, tale che risulti:

I

J"x“ ¥ @) de < £

0

Sia p(x) una funzione (p, (%), ps(#), -+, p,(*)) con le p,(x) funzioni
costanti a tratti, a supporto contenuto in [#, X], tale che:

ed
3X?

[/ (x) — e ()] < (te<x <X).

'Si pud scrivere
m

p(x) = Z A® (x) dove A® (x) = {

k=1

Y® per o <x <Py,
o} per gli altri x;

con y®" vettori costanti (v ,---,¥®) e con [¢z, Br] contenuto in [z, X].

Sia 7 .un numero reale tale che

6 2 N (k)
ln|>—XkZIY L
€ =
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Per § <t <2 e U =E& + 4, si ha:

oo te +00
7 | [ "k
l [# v dr <) [F Y@ de 4 155716 @) — o) dx +
N ) f
+0o tﬁ 5
| [5remen < [y @ e [
t, 0 ‘e
Br
S [ P IVCI R B S
+kz=:1 A R S
%z
mo . t e, e, 2XP v Lm
+£ml@k_“k||Y l<?+?+ |"1|k2=:'1|Y ==
Ne consegue che
(3.4) lim ¥, (€ 4 7n) =0

[n]—=>+o00

uniformemente al variare di £ in [§, 2].
Analogamente sia o (x) una funzione matrice (zX7) di elementi oy, (%)
funzioni costanti a tratti, tale che

¢ @W—c@l <L (=xr<y.

Si pud scrivere

p® per g, < x < by,

P
— &) ® () —
°@) k—Zl VP @) dove v (x) o per gli altri x,

con p® matrici (p,%?)) costanti e con [a;, 4;] contenuti in [0, 1].
Sia & tale che 0 <& < 2-—3 e 7 tale che

P
EIEE I
€ =1
Per { =& + /v si ha:

lfxl_c ¢’ (x) dx

<

= //°|xl—t;|<p'<x>_c<x>|dx+ le‘%@dx
1 by

- .
< 378/951_5 dx + 1021 [ / 2 dx] p.(k)
; =

<

a
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1

r

<2 [ 3 ) <

T |

<§+Z T DA77 1®) =

P

=5 P A H e W0 <

€ P %) € 14

. ( -~ e

<5 E 2-u®P| < ;T 5 =¢.
Pertanto
(3-5) lim ®, (¢ + i) = o
|n]—>+oo

uniformemente al variare di £ in [0, 2 — 3§].
Dimostriamo ora il Teorema I.
Sia # (x) € # soluzione del sistema

1

(1.1") n[)(x)—f—xfcp(s)u(xx)ds:o

0

per ¢ (x) =

I sistema (1.1) & equivalente al sistema (1.1) @,

Siano 7 e & numeri reali tali che #>0 e o< £, < 1. Sia € un numero
complesso tale che o < Z{ < £;. Da (1.1), moltiplicando per #*72 e integrando
si ha:

t 1

(3.6) Jpxt_l dx Jn e u(sx)ds=o0.

0
Fissato o <&, tale che 0 <a < Z{ =F <&, per la ii) si ha:
G2 T ul)| <A o) | #(s)| <A AT 2T 9 (5)| =

Zéam [o ().

Essendo 1 —(§—a) <1 e a <1, la precedente disuguaglianza prova
la sommabilitd della funzione a I membro della (3.7) nel rettangolo A:
o<x <t,0<s <.

(4) Pag. 3, Nota 1.

36. — RENDICONTI 1975, Vol. LVIII, fasc. 4.
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Per il Teorema di Fubini, ponendo sx =y, si ha:

1 st
i r

(3.8) J s (s)ds | ¥ u(y)dy =o.

0 0

Siano ¢; e ¢, costanti reali positive tali che:

t

le@l<a (0<s<1), U"xt»—lu@dx

<¢ (t>0).

Sia ancora &, <&, essendo sempre &, il numero indicato nella ii). Si
ha:

st
x_lcp(s)jycmlu(y)dy<gcl'—£22 (o<s<1,t>0).
$
b

Poicheé la funzione a II membro & sommabile in [0, 1], e poiche
st +o00
K

Jim o) [T ) dy =5 f ¥l u () dy,
0 0

per un noto teorema di passaggio al limite sotto il segno d’integrale si ha:

st 1 +o0
~

lim ( s e(s)ds fﬁ“um dy= [+ o) ds |Eaor?

t—> 400 v
0 0 0 . 0

per ogni { = £ - 7w, tale che o <& <& e per ogni v. Infine, per la (3.8),
si ha:
K Foo

(3.9) J sTPe@ds | ¥ T u(y)dy =0  (per 0 <E <, e per ogni 7).
. )

0

Adoperando le notazioni precedenti, dalla (3.9) si deduce che la funzione
“+ o0

vettoriale j "7t 2 (y) dy soddisfa il sistema (I)(C) - (%) = o, ovvero il sistema
(3.10) [o (1) — 0, (D] - f(®) =0

nell’'incognita /(). D’altra parte, per la (3.5) si ha: lim [¢ (1) — @, ({)] = ¢ (1)
|n|—o0

uniformemente al variare di § in [0, 2 — 8]. Pertanto esiste 1, > o tale che
per |m|>me e per o <& < 2—3, risulta:

(3.11) | det [ (1) — @, (]| > — | det (1)] > 0.
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Ne consegue che la funzione det [¢ (1) — ®,(3)] & priva di zeri per

[m] =m0 e 0<E&<2—3. Daltra parte, poiché essa ¢ olomorfa nel semi-

piano ZL < 2, esiste £,,0 <&, <2-—39, tale che nel rettangolo aperto

0<E&<E&, |n| <m, la funzione stessa & priva di zeri. Concludendo, la

funzione det [¢ (1) — @, ({)] & priva di zeri in tutta la striscia o < £ <&y

di conseguenza, in tale striscia, il sistema (3.10) ha soltanto la soluzione nulla.
+ 0o

Ma la funzione fyg_lu(y) dy, soluzione di (3.10), ¢ olomorfa nel semipiano
0

£ >o0, quindi si pud scrivere

-+ oo

~

(3.12) J Y u(y)dy =o per o <& <k, e per ogni .
0

Posto y =¢7", e w = log ¢, si ha:

¢ oo
J Yy (y)dy = J eTE Ty, (7% dr,
o

0

da cui, per la (3.12)

(o]
lirz ‘ e ey (67 dr = o, per o0<£<E,, e per ogni 7.
w—>+o00
—w

Ne segue, per un teorema di Offord ®, che la funzione (¢77) & identi-
camente nulla in (— oo, 4 o0) e quindi #(y) ¢ tale in (0, + oo).

Cio prova l'unicithy della soluzione del sistema (1.1).

Per dimostrare I'esistenza della soluzione, consideriamo il sistema:

(3-13) YO +0@g@) =0
ovvero
(3-14) [o (D) — O, ()]s () =—¥, (¥,

nell’incognita g (¥).

Per quanto abbiamo gia osservato, esiste £, > o tale che, det [¢ (1) —
— ®,(0)] & privo di zeri nella striscia S:o<&<E, In tale striscia il
sistema (3.14) fornisce, per g ({), la seguente espressione:

(3.15) £@Q=—le(M)— 0OV (1),

(5) Cfr. A. C. OFFORD, On the unigueness of the representation of a function by a trigo-
nometric integral, « Proc. of London Math. Society », 42 (1937), 422—480.
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con g ({) olomorfa in S. Se risulta § < ~;— g, allora si ha 0 <8 <1, e gli

intervalli [3, 2], [0,2— 8], in cui sussistono rispettivamente la (3.4) e la
(3.5), hanno intersezione non vuota [3,2— 3]. Pertanto
lim g =o0
|0]— 400

uniformemente al variare di & = 2%, in [§,&,— 8] che & contenuto in
[8, 2 — 3]. Inoltre, per la (3.4), esisteM > o, tale che |[¢ (1) — ®, (0] | < M,
per { tale che o < Z{ < 2— 3. D’altra parte, tenendo presenti le ipotesi
sulla ¢, si ha, per Z{ > o,

+ o0 + oo

wu®=~%]fw@wx=

C(TI_'_T)‘J xi-l—l (L/u(x) dx .

0

Pertanto, dalla (3.15) consegue:
+00

(16)  |gGE+in| <M ¥, E +i)| <M ‘ff“wwwnw

In[®

per o <& <&, <2—38 e per ogni 7. Quindi la funzione di 7, |g & + )|
¢ sommabile in (—oo, + o) per ogni £ tale che 0 < § < &;; e, per un noto
teorema @ la funzione g (¥) ¢, in S, la trasformata di Mellin della funzione
% (x), definita, per ogni x > o, da:

f-‘i-oo
(3.17) u(x) = E%J 2 EF e (2 g dy (o <& < ky.

—00

L’integrale a II membro non dipende da £, inoltre esso definisce una
“+ o0
funzione della classe .#. Infatti, ponendo 4 (¥) = —23;:— J 2 g (€ + im) dn,
—o0
si ha %(x) = 2% 4(x), da cui risulta evidente la continuith di z (x) per x > o.
Inoltre, se poniamo

+o0
L[ 16 + )| dn = kg,
si ha
+00
|u@M:x*lﬁ@ngffggfw@%Jmum=x*@.

Pertanto la funzione # (x) verifica anche la condizione ii).

(6) Cfr. Satz 2 di p. 262 in G. DOETSCH, Handbuch der Laplace Trasformation, Band 1,
Verlag Birkhiuser, Basel ,1950.
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Per lo stesso teorema di cui alla nota ®, si ha poi:

t

.

(3.18) . g (& + dn) = lim J X0 (x) dx (o <& <&y).

>+

Ma essendo, per la ii), " 'u(x) (0 <% < £,) sommabile in (o0, + o0),
dalla (3.18)
+00
(3.19) g+ in) = fxt"l w(x) dx .
0
Sia ora &, un numero positivo minore sia di 1 che di &,. Sostituendo, per
0 < AL < g, alla g (¥) della (3.13) Pespressione data dalla (3.19), si ottiene:

+o0 1 st
L2 -z : g—1 _
2 x)dxy 4 | s e(s)| im [ 27T % (x)dx ) ds = o.
J o t—+oo0,
0 0 0
Poiche, come abbiamo gia osservato, l'operazione lim pud scambiarsi
1 t—> 00
Iad
con J -+ -ds, abbiamo:
0
+o0 1 st
! b4

27 (x) dx + lim / s (s) dsj 27 % (x) dx = o.
g t—>+4o00,
Ma &

1 st t

[eowa [#uwar= [+ [o0uenac.

Quindi, per o < ZC < £, risulta:

t 12 1

n

+oo 1
=fxﬁ—1 [% (x) +/ ¢ (s) 2 (sx) ds] dr =o.
0 0

In base allo stesso teorema di Offord secondo cui, dall’annullarsi della
trasformata di Mellin di una funzione consegue l'annullarsi identico della
funzione si deduce che:

1
p@) x| o @uds=o

0

identicamente in (0, 4o0), il che significa che # (x) & soluzione del sistema

(1.1).



