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Algebra. —  Una caratterizzazione degli ampliamenti galoisiani. 
N ota di M a r io  G ir a r d i  e G io r g io  I s r a e l  presentata (* (**)9 dal 
Socio B. S e g r e .

SUMMARY. —- This paper deals with a characterization of arb itra ry  Galois extensions 
generalizing a well known characterization of algebraic Galois extensions.

I . È noto che, se k  e K sono due campi e K è un am pliam ento algebrico 
di k , allora K è un am pliam ento galoisiano di k  se, e soltanto se, K è quasi 
galoisiano e separabile su k (v. [1], Cap. V, § 10, Prop. 1. e [2], Teor. I I I .5). 
In questo lavoro risolveremo il problem a della generalizzazione di questo 
teorem a al caso di un am pliam ento qualsiasi.

Si noti che, m entre le definizioni di ampliam ento galoisiano e di am plia­
m ento separabile sono ben note nel caso di un am pliam ento qualsiasi, la nozione 
di am pliam ento quasi galoisiano viene usualm ente introdotta soltanto nel 
caso algebrico; occorrerà pertanto estendere in modo opportuno quest’ultim a 
nozione al caso di un am pliam ento qualsiasi. Dim ostrerem o che, se K è 
un am pliam ento galoisiano di k, allora K è separabile su k  ed ogni poli­
nomio irriducibile di k  [X] avente una radice in K si spezza in fattori 
lineari su K (Teor. 1); tale risultato non è tu ttav ia  invertibile, come 
m ostrerem o con un esempio. Viceversa, generalizzata in modo sponta­
neo la definizione di am pliam ento quasi galoisiano quale viene data  nel caso 
algebrico, richiedendo che un ampliam ento K di un campo k contenga tu tti 
i coniugati su k  di ogni suo elemento in un campo algebricam ente chiuso Q 
contenente K (v. [1], Cap. V, §6, n. 2), proveremo che, se K soddisfa questa 
condizione (am pliam ento stabile) ed è separabile su k , allora è galoisiano su 
k  (Teor. 2). Anche questo risultato non e invertibile, come m ostrerem o con 
un esempio. La caratterizzazione cercata si otterrà, infine, im ponendo una 
condizione piu debole della stabilita, m a che coincide con essa nel caso alge­
brico (Teor. 3 e 4).

D im ostrerem o inoltre che, se il grado di trascendenza di K su k  è finito 
(tr K /k  <  00), K è stabile su k  se, e soltanto se, ogni Tm onom orfism o di K 
in Q e un T au tom orfism o; proverem o anche che questa caratterizzazione non 
e valida se si om ette la condizione tr  K \k <C 00. Infine, otterrem o u n ’altra 
dim ostrazione del Teor. 2 nel caso in cui K sia finitam ente generato su k  (cam ­
po di funzioni algebriche), estendendo la tecnica dim ostrativa relativa al caso 
algebrico.

(*) Lavoro eseguito nell’ambito del Gruppo Nazionale per le S tru ttu re  Algebriche e 
Geometriche e loro Applicazioni del C.N.R.

(**) Nella seduta del 12 aprile 1975.
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2. Prem ettiam o alcune notazioni e definizioni. Se K è un am pliam ento di 
un campo k, denoterem o col simbolo G (K/k)  il gruppo di Galois di K su k; se 
G è un gruppo di automorfismi di K, denoteremo con K ° il sottocampo 
formato dagli elementi di K che rim angono fissi in ogni automorfismo di G.

D ora in poi, con il simbolo indicheremo un am pliam ento algebrica­
m ente chiuso del campo k. Sia K un am pliam ento di k  contenuto in Q. R icor­
diam o che K dicesi ampliamento galoisiano di k  se k  =  K G(K/ä;). Inoltre, K 
dicesi ampliamento separabile di k  se k  è di caratteristica zero oppure, essendo k 
di caratteristica p= j= o, K risulta linearm ente disgiunto da kp~°° =  QG(Q/Jc) s u  

k  [v. [i], Cap. V, § 8, n. i e 2).
Diremo che K è un ampliamento stabile di k  se, per ogni x  € K, tu tti i 

suoi coniugati su k  in Q, appartengono a K. Infine, diremo che K è un am plia­
mento quasi galoisiano di k  se K G(K/ä;) C 0 G(Q/̂ .

Lemma. K e stabile su k  se, e soltanto se, la restrizione a K di ogni k-auto~ 
morfismo di G(Q/k) appartiene a G (K//è).

D imostrazione . Se K è stabile e 9 e G (Q\k), essendo la restrizione <p[K 
un Lm onom orfism o di K in Q, essa risulta un endomorfismo di K. Inoltre, 
? | k è surgettivo; infatti, se esistesse un x  e K •— 9 (K), x  avrebbe un coniu­
gato non appartenente a K. Il viceversa è ovvio.

3. T eo rem a  i. Se K è un ampliamento galoisiano d i k, allora K è sepa­
rabile su k  ed ogni polinomio irriducibile d i k  [X] avente una radice in  K si 
spezza in  fa ttori lineari su  K.

D imostrazione . Per dim ostrare che K è separabile su k, occorre dim o­
strare che K e F  sono linearm ente disgiunti su k\ cioè che, se gli elementi 
x i > * ' ' > xn e F  sono linearm ente indipendenti su >è, essi lo sono anche su K. 
Supponiam o, per assurdo, che x x , • • •, xn siano linearm ente indipendenti su k  
e linearm ente dipendenti su K, con n minimo. Consideriamo K.p 1, il quale 
contiene k p . Kp è algebrico su K, per cui ogni 9 € G (K \J£) può essere 
prolungato ad un elemento di G_(Kp~X\k). Inoltre, se Y  e G (Kp_1/>§), allora 
T* (kp ) = k p ; difatti, se x  € kp , T* (xp) =  Q¥ (x))p, da cui Y  (x) e kp \  
Sia ax x 1Jr • • • - f  an xn =  o una relazione di dipendenza lineare su K (a  ̂ € K) 
e supponiam o — come non è restrittivo — che a1 o. M oltiplicando per a f 1 si 
ottiene la relazione x x +  <̂ 2̂ 2 +  * * • +  bn xn — o e K), ove almeno uno
dei bi non appartiene a k. Si consideri un 9 €G  (K/>è) tale che il suo prolun­
gam ento a YLP non fissi gli elementi € k. Continuando a chiam are tale 
prolungam ento 9, si ottiene:

9 (x ! +  b2x 2 --------b bn xn) =  x x +  9 (bf) x 2 b--------b 9 (bn) xn =  o.

Sottraendo la relazione cosi o ttenuta dalla relazione di dipendenza lineare 
degli Xi, si ottiene:

(b2 9 (b2)) x 2 +  • • • +  (bn — 9 (bn)) xn =  o ,

ove almeno uno dei coefficienti e non nullo: il che è assurdo perché n è minimo.
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Dim ostriam o la seconda parte del teorema. Se x  £ K è algebrico su k e 
e x 1 , • • •, x r (x-l == x ) sono tu tte  le immagini distinte di x  in tu tti i /é-automor" 
fismi di G (K//è), allora x l , • • •, x r sono coniugati di x  su k , in quanto ogni 
/é-automorfismo di K può essere prolungato ad un ,é-automorfismo di Q' 
(v. [1] Cap. V, § 6, n. 1, Cor. 1). Ogni è quindi radice del polinomio minimo, 

/ ( X ) ,  di x  su k  e r  <  3 /(X ) . I coefficienti del polinomio g ( X )  =  (X •— x j  • • •
• • • ( X  — x r) appartengono a K; m a ogni 9 6 G (K/k)  perm uta tra  loro gli x ^ , 
per cui i coefficienti di g  (X) appartengono a KG, cioè a k. Poiché/  (X) e g  (X) 
hanno in comune la radice x  , /  (X) divide g  (X); m a dg (X) <  9/ ( X )  e perciò 

/  (X) =  g  (X). Pertanto  /  (X) si spezza in fattori lineari su K.
Il Teor. i non è invertibile, come m ostra il seguente esempio. Sia k  un 

campo finito avente q elementi e sia K =  k  (X) il campo delle funzioni razio­
nali in una indeterm inata. K è separabile su k  ed inoltre gli unici polinomi 
irriducibili di k  [X] aventi una radice in K sono i polinomi lineari. T u ttav ia  
K non è galoisiano su k, perché

KG(K/fc) =  k

(v. [4], p. 230, esempio 2).

ove Y = ( X ^ 2— X )g+1 
(X? — X)?2+1

TEOREMA 2. Se K è un ampliamento stabile e separabile d i k, allora K è 
galoisiano su k.

Di?no strazi one. Per la separabilità di K, Yikv °°— K (S4 kv °°, da cui
segue che K n F  °°~ k. È sufficiente m ostrare che KG(K/ä;)C k9 : ne seguirà 
che K G(K,7c) C k , onde la tesi. Sia * e KG(K/*} e 9 e G (£2/>è). Essendo K stabile, 
risulta cp (K) — K (v. Lem m a) e cp|K e G (K//é). Pertanto, siccome cp|K (a) =  
si ha che (p (x) =  x. Perciò ^  è fisso in ogni 9 e G (Q/k) e quindi a: e kv . 
Il teorem a è immediato, se k è di caratteristica zero.

Anche il Teor. 2 non è invertibile, come m ostra il seguente esempio. Se 
CÌ è il campo complesso, il campo delle funzioni razionali C (X) è galoisiano su 
C. C (X) è separabile su C, m a non è stabile. D ifatti, posto Q =  C (X) (chiu­
sura algebrica di C (X)), le radici del polinomio Y2 — X sono coniugate di 
X su C, perché trascendenti su C, m a non appartengono a C (X).

D im ostriam o ora la preannunciata caratterizzazione degli am pliam enti 
galoisiani.

TEOREMA 3. I l  campo K è un ampliamento galoisiano d i k se, e soltanto 
se, esso è quasi galoisiano e separabile su k.

Dimostrazione. Se il campo K è galoisiano su k , esso è separabile (Teor. 1). 
Inoltre, KG(IC/i) =  k  C 0 G(ß®.

Viceversa, se K  è separabile e Kg k̂^  C K è galoisiano su k,
come risulta dalla dim ostrazione del Teor. 2.

L a dim ostrazione del Teor. 2 m ostra che un am pliam ento stabile è quasi 
galoisiano. Il viceversa non è vero in generale, m a lo è nel caso di un amplia-
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mento algebrico, a norm a dei teorem a successivo. Ne segue che la nostra 
definizione di am pliam ento quasi galoisiano si riduce a quella consueta, nel 
caso algebrico (v. [i], Cap. V, § 6, n. 3), e che il Teor. 3 è u n ’effettiva gene­
ralizzazione del teorem a noto nel caso algebrico.

TEOREMA 4. Un ampliamento algebrico K di k  è stabile se, j  soltanto se.
j^G (K /£) q G(Q/£)

Dimostrazione. Basta dim ostrare la sufficienza. Sia x  e K  e siano x x , • • •, x r 
(x i =  x ) le im m agini distinte di x  nei vari T autom orfism i di G (K/vè). Con­
sideriam o il polinomio g  (X) =  (X •— aq) • • • (X — x r)] siccome ogni 9 € G (K/h) 
perm uta fra loro gli x iy i coefficienti di g  (X) appartengono a KG(R/Æ). Ne 
segue che g  (X) è invariante per ogni G autom orfism o di G (Q/T), per cui 
x i , * * *, x r sono tu tti i coniugati di x  su k  in Q.

4. Si può dare la seguente caratterizzazione degli am pliam enti stabili 
di grado di trascendenza finito.

1 EOREMA 5. Se K è un ampliamento d i k  tale che tr  K \k <  00, allora 
K e stabile su k  se, e soltanto se, ogni k —monomorfismo d i K in  Q è un k —auto- 
morfismo d i K.

Dimostrazione. Sia K stabile su k. Se 9 è un Gm onom orfism o di K in Q, 
9 può essere prolungato ad un G autom orfism o di Q (v. [1], Cap. V, § 6, n. 1, 
Cor. 2). Siccome 9 (K) =■ K, si ha che 9 € G (K /i).

Viceversa, s e r  e K e e Û è un suo coniugato su k, esiste un 9 e G {¥ì\k) 
tale che 9 (x) =  y .  La restrizione 9 |K è un Lm onom orfism o di K in O ed 
essendo essa, per ipotesi, un /à-automorfismo di K, si ha che _y e K.

Si noti che la necessità dell’asserto può essere provata soltanto nel caso 
in cui tr  K//è <C oo, e ciò dipende dal fatto che, nel caso generale, un k—mono- 
morfismo di K in O non può essere sempre prolungato ad un G autom orfism o 
di Q. D ifatti, il seguente esempio m ostra l’impossibilità di generalizzare il 
Teor. 5 al caso di un am pliam ento qualsiasi. C è un am pliam ento stabile di Q; 
m a esiste un infinita di Q—monomorfismi di C m sé, su sottocampi distinti da 
C (v. [1], Cap. V, § 6, n. 3, esempio 1).

5. Concludiam o con una diversa dim ostrazione del Teor. 2, nel caso in 
cui K sia un am pliam ento finitam ente generato di k.

È sufficiente dim ostrare che KĜk/^ C k. Se ^  e 1Cg(k/a,), ^  non può essere 
trascendente su k. D ifatti, se y  € Q è trascendente su k e y  =j= x, esiste un 
9 e G (0//è) tale che 9 (x) = y  e 9 può essere ristretto ad un Tm onom orfism o 
di K in O che subordina un isomorfismo fra k(pc) e k ( y )  e che è un k—auto- 
morfismo di K; quindi x  non è fisso in questo i-autom orfism o. Sia x e K G(Klk) 
e B denoti una base di trascendenza separante di K su k. Si ha che k  (B) {x) D 
D k  (B) ed è un am pliam ento algebrico. Se x¥  è un k  (B)-monom orfism o di
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k  (B) (x) in D, 'F  può essere prolungato ad un /è-monomorfismo di K in O. 
Essendo K stabile, Y  e G (K/Æ). Siccome Y  (x) =  x y [k (B) (x) : k  (B)] =  
=  \k (B) (x) : k  (B)]s =  i , cioè x  fi k  (B) e quindi x  fi k.
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