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A n a lis i m a te m a t ic a .  —  Opérateurs pseudo-différentiels partie lle
m en t fo r ts  pseudo-locaux et partie llem ent fo r ts  hypoellip tiques . N o ta  
di T o a d e r  J u c a n ,  p re s e n ta ta  (*} d a l S ocio  B. S e g r e .

R ia ssu n to . — In questa Nota si studia il problema della pseudo-località e della ipo- 
ellitticità parziale forte relativo ad operatori pseudo-differenziali. Sono ottenute condizioni 
sufficienti affinché un tale operatore sia pseudo—locale, parziale forte oppure ipo-ellittico 
parziale forte.

D ans cette Note nous nous occupons du problèm e de la pseudo-localité 
partielle forte et de l’hyppoellipticité partielle forte des opérateurs pseudo- 
différentiels. Le problèm e de l’hypoellipticité partielle forte (presque hypoel- 
lipticité) a été considéré par R. J. Elliott [2], pour des opérateurs différentiels 
à coefficients constants. Ces derniers temps, M M .V . Iftim ie et Y. Derme- 
n jian  [5] ont obtenu des résultats dans le même dom aine, m ais avec l’hypo- 
thèse que l’opérateur psudo-différentiel est à support propre, hypothèse qui 
ne nous est pas utile.

Préliminaires

Soient Q un ouvert de R**, x  e R w, x  =  (xi , x ^ , • • •, x n) et notons 
=  (Xl ,X2 ,x s  ,• • •, x r) y x u == (xr+i , • • •, XM) et x  =  (xT, x").

DÉFINITION. U ne d istribu tion  u c &  (fi) est appelée fortem ent régu
lière par rapport à x 1 si, pour chaque ensemble relativem ent com pact K .ÇÛ, 
il existe un entier k tel que, pour chaque m ulti-m dice p  =  (pi , p 2 , • • •, pé), 
D £ u est d ’ordre <Ç k en K.

L. Schwartz en [4] donne pour les distributions fortem ent régulières 
par rapport à x ' les caractérisations exprimées par:

Lemme i . Condition nécessaire et suffisante pour qu'une distribution u soit 
fortement régulière par rapport a U  est que pour chaque 9 6 <3 (O) il existe 
des fpnctions gq (xr, x n) telles que

9 D*" g  a (x ', * ") ,\q\<k

où gq (xr, x") sont des fonctions à support compact, arbitrairement diffé
rentiables par  rapport à x r de sorte que chaque dérivée par rapport à 
x ’ soit fonction continue de x 1 et x " .

(*) Nella seduta dell’8 febbraio 1975.
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Lemme 2. Une distribution u £ ê  (O) est fortement régulière en x ! si et 
seulement s il  y  a t € R. de sorte que u £ H J,/ pour tous s £ R.

Considérons des opérateurs pseudo-différentiels définis par:

A u (x) =  (2 T t) -  j  ei<x^  a ( x , l ) ü  ©  d? ,

a (x  y 5) étant le symbole de ces opérateurs.
Supposons que ce sym bole a (x , Q satisfait aux conditions suivantes:

1) a (x , Ç) £ C°° (O X R w),

2) I D | D i a  (x , I) I <  Ç ^ , x I et ( x ,  S) I (i +  I % | ) - pl“l+8lpl, où

O <  S <  p <  I et I £ I >  A x,

3) Pour chaque com pact K C fi il y a les constantes non-négatives 
m  (K) , Ci (K) et C2 (K) >  o de sorte q u ’on ait

C2 (K) (i +  I I \ y m{K)<  I I) I < C i  (K) (i +  I l  |)W(K).

D éfinition. On dit que l’opérateur pseudo-différentiel A a les ordres 
n , r 2  relativem ent à et * '7 respectivem ent si l’inégalité:

Il lUi,5*2 C S1,S2 II U IUi-f-̂ 1,
est satisfaite.

DÉFINITION. On dit que l’opérateur pseudo-différentiel A  est partiel
lement fortement pseudo—local, si le fait que u £ P$r (iQ) est fortement régu
lière relativement a x' en co CC ^  entraine que A u est fortement régulière 
relativement à x T en co.

La pseudo- localité partiellement forte
DES OP ÉRATEURS PSEUDO-DIFFÉRENTIELS

Lemme i . i .  S i le symbole a ( x , Ç )  satisfait aux conditions 1), 2) et 3), 
alors, quelles que soient les f  onctions u , v £ Co° (fi) à supports disjoints à 
distance d  >  ò Pune de Vautre et quel que soit s £ R'pour- t£  R, t  fixe, on a:

C1-1) I (Au ,.v) I <  C II u \ \s , t  \\v  \\s ,-t + m+n+l • {

Démonstration. L a dem onstration de ce Lemme est analogue à là 
dém onstration du Lem m e 3.2 d ’Egorov [ 1 ]... Pour cette raison nous la don
nons seulem ent en abrégé.

On considère la fonction J (x) e C~ (| x  | <  d) et J (x) =  i, pour | x  \ <  djv, 
d ’après [i ],  elle a les propriétés suivantes:

C1-2) f l  J  J C; -d)ù  (r, (£) V (•/)) de dr( dv =  o ,

('•3) (2 j J (? — v ) d v =  i

9. — RENDICONTI 1975, Vol. LVIII, fase. 2.
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et

(1.4) (2 7t)“ K |* J (? —  t )  ( t  — ?)“ d T  =  D “ J (o) =  o pour | a | =j= o .

E n u tilisant ces propriétés on obtient:

(Au  ,  v) =  J  Au ( 4)  v (tj) dv) =  (2 7t)-“ I  j" à (4 —  ?  , ? )  £ (?) 5  ( r j )  d? dv) =

- c - o - J / J j « - T) 2  (T  —  ? ) N (Y) —  ?  , ?  +  0  (T  -  ? ) )
|a| =  N

ü  (£) 5 (y)) d£ dï] d r  .

Com pte tenu des conditions i)—3) satisfaites par le symbole a (x  , £), on 
obtient l’évaluation

I (A u  ,V) I <  C II «  IL, Il * l , - t + m+n+l ( f |  I J (5 -  T) I2 (I +  I T -  ? j)*N+*"-«*

j yj  ^  —2 /+ 2 |j | +  |2»z+«+ l—d + ^ + 1 _j_ j Q -2 P N + 2 /8 —4^+2«+2

(i + 1 r  i)“ ”“ 1 (i + 1 1" \ r n~l (i +  h '  I)— 1 (i +  h "  i r B_1 d^ d r ,

et d ’ici on obtient l’inégalité (1.1) si on choisit

/  >  j’ ^ + l a r a  +  æ +  i — ^ l + ^  +  i j _|_ j' et N >  2 ^  — 4 S +  -2 ^ +  2 j i

E n com plétant l’espace C^° (fi) par rapport à la norme de H*1’' 2, on 
obtient l’évaluation (1.1) pour les distributions de

T h éo rèm e  i . i . S i u £  ê  (fi) et a(x,%) satisfait aux conditions x ) - j ) ,  
alors A u  est une distribution partiellement fortement régulière à Vextérieur du 
support de u.

Démonstration. Soit xo £ co, où co C C  supp u. Choisissons coi C co tel 
que xo £ coi C co et ^ (x ) e Co° (coi) avec (x ) — 1 sur <*>2, où xo £ C02 CC coi. 
Puisque u £ ê  (fi) il résulte q u ’il existe s , t de sorte que u £ H s,t. Ep appli
quan t l’inégalité ( i . i )  on a pour tous les r  <  s.

I (^ A u  , P) I =  I (Au  , tyv) I <  C II u  IIr , t  II V \\r} - t +  m + n + l  <  Cl || V ||r,_/ + «+«+1,

d ’où il résulte que A u  £ Y[~r,t~m~n~l et par conséquent ^A u  £ Vp £ R 
et i £ R  , i fixé.

Puisque (x) =  i sur 002, il résulte que A u  est partiellem ent fortem ent 
régulière en 6)2. Comme co est arb itrarire  et co C C  supp u  il résulte que A u  
est partiellem ent fortem ent régulière à l’extérieur du support de u.
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T h éo rèm e  1.2. S i a ( x } %) satisfait aux conditions u e ê ' ( ü l )
et u est partiellement fortement régulière en « C ü ,  alors A u  est partiellement 
fortement régulière en co.

Démonstration. Soit p (x) e C£° (co) et p (x) — 1 en coi avec coi CC co. Du
fait que u  est partiellem ent fortem ent régulière en co, il résulte que pu est
partiellem ent fortem ent régulière en co, d ’où il résulte que pu 6 H s,t quel 
que soit s e  R et t e R  , t  fixé.

Posons A u  =  A  (1 —  u  +  A  pu. Puisque (1 —  p) u =  o en coi, il
résulte que A  (1 —■ p) u est partiellem ent fortem ent régulière en coi.

Il reste à dém ontrer que A pu est partiellem ent fortem ent régulière en coi. 
A  ce but considérons 9 e C~ (co) et <p (at) =  1 pour x  e coi, alors on a 
9A pu e ê  (co) et:

Il ?A  <pu \ \h  =  I (i +  I l '  |V ( I  +  I r f /  I <pÂT» a )  I2 d£ =

=  J  ( ï  +  1 5 '  l V  C 1 +  I £ "  | 2 /  I j" (pa ( £  —  7 )  ,  y ) )  4 » « ’ ( > î )  d v )  | 2  d £  .

En évaluant 9^ (£ —■ y] , yj), on obtient:

Il 4^  IliM ^  ^  Il IU + w+«+l4-p/,f+^+w+l ) OU l [| ^  I T - ! 1 1 -j- ?z-j-1 ] —}— I

et en choisissant i =  t — m  —  n —  1 il résulte:

Il 9A pu \\Ij <  C quel que soit p e R et i e R , t fixé;

il suit que 9A pu e H p,t quel que soit p  e R  et i e R  , t fixé.
Puisque 9 (x) =  1 pour #  e coi, il résulte que A  pu est partiellem ent forte

m ent régulière en coi.

L ’h y p o e l l ip t ic it é  p a r t ie l l e m e n t  fo rte

DES OPÉRATEURS PSEUDO-DIFFÉRENTIELS

Soit 4* ©  une fonction avec (!;) =  1 pour I ç I >  R +  i , <KÇ) =  O. 
pour K |  <  R K  (S) e C00 (R") et o <  p (5) <  i , et supposons que le sym 
bole a (x  , Ç) ne s ’annule pas pour | E, | >  R.

A  l ’aide de la fonction p ©  et y  (x) eC™ (£2) construisons les fonctions:

?0 (x , Ç) a (x , Z) =  (%) ,

q i ( x , l ) a ( x , l )  = —  2  D t q 0 ( x , Ç)  D* (y (x) a (x , £)) , 
l«l=i

Çj+1 (x , 1) a (x , l ) “ S  V Î t o ( x , Ç ) D * x (x ( x ) a ( x , Ç )
la|—1

où j  >  o
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Lemme 2.1. Les fonctions q j ( x f i )  définies ci-dessus satisfont aux éva
luations suivantes:

(2.1) I D f D* qj ( x , Q \ <  Cafi'X'j (i +  I V  * (* , Ç) | ,

(2.2) I D I B Î  qj C*,v,xJ  (i +  I l '  |)-p<I“I+»+»<IPI+» . (i +  I Ç I)-,

(2.3) I D JdS qj {x , I) I <  C'L,xJ (i +  ! % |) -pl“'+8'ßl • (i +  \ l  D".

Démonstration. L a dém onstration de ce Lem m e suit la m êm e voie que 
la dém onstration du théorèm e analogue de [3] et c’est pourquoi on l’omet.

LEMME 2.2. Soient A  et Q des opérateurs pseudo-différentiels ayant 
respectivement les symboles a {x fief et q (x f i) .  Supposons que a (x , £) satisfait 
aux conditions i)~ 3), q (x f i )  satisfait aux évaluations du Lemme 2.1 et soit 
y (x) € Cq° (fi); alors F opérateur psuedo-différentiel u Qy A u  a le symbole

(2.4) 2  A  r>5 q O  , %) D “ (y (x) a (x , £)) +  tN (x , 1) ,
l“l=0

et Vordre partiel relativement à x r de Vopérateur T N, dont le symbole est 
/n (x  , %) tend vers —  00 quand N -> +  00 {V ordre partiel de Tn relatif à x 11 
est constant).

Démonstration. Le fait que l’opérateur QyA a le symbole donné par 
la formule (2.4) se vérifie im m édiatem ent (voir [1]).

E n tenan t com pte de la définition des opérateurs pseudo-différentiels, 
on a:

Qy A u  (x) — (2 n)~n I I j  q (x , Y) +  fi) r {y , fi) e^x~y’̂  (fi) dy  f i  dv) .

D ans (2.4), tx (x  , £) est donné par

(2.5) t n ( x  ,r\) =  j iN (x , E,, tj) f  (H, , 7)) e,{xX) dÇ ,

OÙ

*n ,(* , H, , 4) =  2  D “ <1 (x  > 4 +  0£) r  et r  (^ ! 4) =  Y (x ) a (x  > rÙ •
|o |= N + l

Il fau t m ontrer m aintenant que l’ordre partiel re la tif à x r de l’opérateur 

T n u ( x )  =  (2 7t)“ K J I îN (^r, ^ , 7)) r  (^ , 7]) / <*’ç+,,1>£ (tj) d£ d7]

tend vers —■ 00 quand N +  00. Pour ce faire évaluons le symbole de cet 
opérateur:

*N ( X  , £  , 7)) f  (% , 7]) / < X’K+Y>> d l <  C ( I  +  I 7)' |)-<><N+»+8'+ 2"

(i +  I ri" \)2m [  (1 4 - \ l  |)n+1- /+”'+p(n+1) d£ .
J
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(2-S)

Afin que l’intégrale existe, il faut choisir /  de m anière que

I (N +  i) (p +  i) — /  +  m  < — n  .

Enfin il faut dém ontrer encore que, quel que soit s e R, on peut choisir N 
suffisamment grand tel q u ’on ait:

De (2.5) et (2.6) on déduit que (N +  1) (8p +  S —  p) +  (2 +  S) m  +  
+  n 8 < s. Afin que cette relation soit possible il faut que Sp +  S —■ p <  o, 
d ’où il résulte S <  p/(1 +  ?)•

De cette m anière on peut déterm iner N et /  suffisamment grands de 
sorte que les relations (2.5) et (2.6) soient satisfaites.

On observe que l’ordre de T N en x"  est constant quel que soit s e  R.

DÉFINITION. U n opérateur linéaire A  : (Q) -> Q)r (Q) est appelé p ar
tiellem ent fortem ent hypoelliptique re la tif à x' sur O si pour tout u e Q)’ (O) 
et tou t ouvert co CC D, le fait que A u  est partiellem ent fortem ent régulier 
re la tif à x ' im plique que u est partiellem ent fortem ent régulier en x r.

THÉORÈME 2.1. L'opérateur pseudo-différentiel A à symbole a ( x , %) 
qui satisfait aux conditions i )—f) est partiellement fortement hypoelliptique 
relativement à x ' .

Démonstration. Soit co CC ü  et u e S)’ (Q). Considérons la fonction 
Y (r) e CJ° (ü ) avec y (r)  =  1 pour x  e co; il résulte que la distribution 
(yu) e zr (O). A  l’aide des fonctions y (x) , ^ ©  et du symbole a (x , %) con
struirons les fonctions suivantes:

(2.6) —  p (N +  1) +  8 / + 2 M  <  s .

a O  , l ) 9o (x  > S) =  + ©

(2-7)

^  ,
a (x >'%)qj+i ( * ©  =  — £ ) (y (*)«(* © )  pou j ^ °

|a |= l

où N y sont des entiers positifs qui seront choisis plus loin. 
Les égalités (2.7) peuvent être écrites sous la forme:

(2.8)
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En faisant la somme de ces égalités on obtient:

(2.9) a (x , l )  y  (x) [ç0 (x  , Ç) H--------h qj (x , 1)] +  a (x , l )  qJ+l (x  , Q +

Ny
H" a! ^5  Qj » £) Da- (y (pc) a (x  , £)) -fi # (# , £) [^0 (# , £) -p

|a| =  l

H------- h ? ; ( ^ 9 ] ( l - ï W )  =  I -

De (2.9) on obtient l’égalité des opérateurs

(2.10) Qy ï A  +  Ry + S y —  Ty = I  

où:

Qj  est l’opérateur à symbole qo {x , £) -f  • • • +  qj (x  , £);

A  est l’opérateur à symbole a (x , £);

Ry est l’opérateur à symbole a (x , %) qj+1 (x  , £) +  1 —■ ^ (£);

Ty est l’opérateur T Nq +  T Ni +  • • • +  T N/ et

Sy est l’opérateur avec le symbole a (x  , £ ) [ # ' ( ) ( # , £ ) + • • •  +

+  2/ ( ^ i 5)] [ i “ ï ( 4

Puisque y^  e $  (R”), il résulte q u ’il existe a , t de sorte que y^ e PI°’T. 
Sur co on a:

(2 .I l) u =  yu  =  (Qj yA) (y«) +  (Ry +  Sy -  Ty) (yu) ;

d ’une m aniere analogue à celle utilisée au Théorèm e 1.2 on considère 
9 e Cq° (O) avec 9 (#) =  1 pour #  e co. Alors de (2.11) il résulte:

(2.12) u =  (pu =  9 (yu) =  9 (Qy yA) y^ +  9 (Ry +  Sy —  Ty) (yu) sur co .

M ais sur co on a Sy (yu) =  o et A  (yu) =  A u  — A (1 — y) u. De la propriété 
de pseudo-localité partiellem ent forte de l’opérateur A  et du fait que A u  
est partiellem ent fortem ent régulier en co, il résulte que 9Qy yA (yu) est 
partiellem ent fortem ent régulier en co.

D ém ontrons m ain tenant que quel que soit s e  R, il existe / e R ,  t fixé, 
tel que 9y^ e H s,t.

D u fait que 9Qy yA (yu) est partiellem ent fortem ent régulier il résulte 
que 9Qy yA (yu) e H*'*1. Choisissons j  suffisamment grand de sorte que 
OpRy) (yu) e H J,Z?2. Cela est possible puisque com m e il résulte im m édiatem ent, 
l’ordre partiel relativem ent à x f de l’opérateur Ry tend vers —  00 quand j  
tend vers +  00. Nous allons choisir m aintenant No , Ni , • • - , Ny assez grands 
de m anière que (9Ty) (yu) e PT’*3. Notons t  =  m in (h  , h  , 3̂); il résulte alors 
que 9y^ e H J,/, et p ar suite que 9Y^ est partiellem ent fortem ent régulier. 
Puisque u  =  9y^ en co, il résulte que u  est partiellem ent fortem ent régulier 
en co.
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