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Geometria. —  Una nota sul problema di Poincaré. N ota di S a l 
v a t o r e  C o e n  presentata (*#) dal Corrisp. A . A n d r e o t t i .

Summary. — We study a new Poincaré problem for meromorphic functions which is 
intermediate between the weak Poincaré problem and the strong one.

Sia X uno spazio analitico complesso di fascio stru ttu rale (9; Y  (X , &) 
sia l’anello delle funzioni olomorfe su X. U na k-soluzione d i Poincaré (k 
intero >  o) per F su X è una k-upìa. (h± , g x) , • • •, (hk , gl) di coppie di funzioni 
olomorfe su X tali che F =  =  • ■ • =  hk\gk (i.e. per ogni j e { i , -  ■ - , k )
vale g j  F  =  hj  e gj non è divisore dello zero in Y  (X , (9)) e tali che ad ogni 
x  e X  sia associato un indice j ,  1 <  j  <  k, per cui i germi (hf)x , (gf)x siano 
relativam ente prim i nell’anello (9X (i.e. gli unici elementi di (9X che dividono sia 
(hj)x che (gj)x siano le unità). Il problema d i Poincaré (chiam ato a volte 
« il problem a forte di Poincare ») è risolubile su X quando ogni funzione 
m erom orfa su X am m ette una 1-soluzione di Poincaré.

Diam o una prim a caratterizzazione elem entare dell’esistenza delle i-so lu - 
zioni in certi casi.

i .  OSSERVAZIONE. S ia  F  una funzione meromorfa su una varietà complessa 
n—dimensionale X; le seguenti condizioni sono equivalenti'.

1) ad  ogni x  e X  sono associate due fu n z io n i h , g  6 Y  (X , (9) con 
F  =  h/g e hx , g x relativamente p r im i in 0X ;

2) F  ammette una k—soluzione d i Poincaré con k  <  n -f- 1.

Dimostrazione'. 1) => 2). Per ogni ^ e X  definiamo il seguente ideale di (9X,

^ x  =  { f x  £ & x \ f x  F *  6 C J  ;

^  è un ideale principale; i generatori di éPx sono i germi g x e IFX tali che
F* g x , g x siano relativam ente prim i in 0X. Poniam o Y (X  , =  n  con

« x
A x =  { f  e Y (X  , (9) \ f x e per il teorem a dei moduli chiusi (v. H. Car- 
tan  [2]), ogni è chiuso in Y (X , (9). Ne segue che T ( X ,  con la 
topologia della convergenza uniform e sui com patti è uno spazio di Fréchet.

Proviam o, ora, che per ogni z  e X l’insieme B, : =  { / e Y  (X , | f z
genera lFz } è aperto e denso in Y  (X , 3F) in quanto com plem entare in Y  (X , IF) 
di un sottospazio proprio chiuso. Sia, infatti, { f j } j>  1 una successione di 
F (X , F )  convergente ad /  e tale che / y € Bz per j  >  1. Sia g z un generatore

if) Lavoro eseguito nell’ambito del Gruppo Naz. Strutture Alg. e Geom. del C.N.R.
(**) Nella seduta del 14 novembre 1974.
(1) Tutti gli spazi complessi considerati sono ridotti ed a base numerabile. I dettagli 

delle dimostrazioni qui solo accennate si trovano in [3].
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di &z\ si ha (/,•), =  (h/)„ g z , f ,  =  hz g z con (h}) z , k , e <9z ed hj{z)  =  o per 
/  >  I.  Indichiam o con l’ordine di zero di g; in un intorno coordinato 
di -z la successione {D s converge a D s f  (2) =  Ds g (2) • h (2) =  o e
quindi / €  Ba .

Sia N-l un sottoinsieme num erabile denso di X; per il teorem a di Baire 
O B* è denso in T  (X , F )  e quindi contiene almeno un elemento g ±; notiam o

*eNi

che Yj_ =  { x  e X | (g^)x non genera F x} è un sottoinsieme analitico di X con
dim e Y ± <  n. Nel caso sia Y 1 =  0 , (gx F  , g-f è una i-soluzione di Poincaré
per F su X. Se Y ± =|= 0  scegliamo un sottoinsieme num erabile e denso N 2 di
Yi e sia g 2 e n  B*. Poniam o Y2 =  { . r e X |  né (g ,)x né (g2)x generano J ^ } ;  

*eN 2

allora dim e Y 2< n — 1. R ipetendo questo procedim ento un num ero finito 
k  <  n +  i di volte, troviam o una ^-soluzione (gx F  , g ±) , • • • , (gk F , g k) 
di Poincaré per F su X. q.e.d.

Nella dim ostrazione testé conclusa si è definito un fascio m ediante 
le sue spighe fFx\ tale fascio sarà in seguito indicato con esso è analitico 
coerente anche se X ha singolarità (v. [1 ]). La condizione 1) di 1. equivale 
alla validità del Teorem a A  di H. C artan  per ^  su X. Con una prova analoga 
alla precedente si può m ostrare la seguente

2. PROPOSIZIONE. S ta  ^  un fascio  analitico coerente su uno spazio com
plesso n—dimensionale X; sia ^  la fa m ig lia  delle componenti irrudicibili d i  X, 
non contenute nel supporto d i iF. Valga i l  Teorema A  per F  su  X. Esistono , 
allora, k < n +  1 sezioni globali g l y - • •, gk d i F  ta li che per ogni x  e X  
almeno una d i ta li sezioni, sia g S) induca un germe (g s)x parte d i un sistema 
m inim ale d i generatori d i F x su Gx. Inoltre per ogni s e {1 ,*••, /§} e per  
ogni C e esiste x e C tale che (gs)x sia parte d i un sistema m inim ale d i 
generatori d i F x su &x. Se X è d i Stein ed n > i  si può scegliere k  <  n.

N otiam o che se F è una funzione m erom orfa su X e se g x 6 (F f )x è parte 
di un sistem a m inim ale di generatori di (F f)x senza essere divisore dello zero 
in 0X, allora g x F* , g x sono germi relativam ente primi. Seguono, cosi, sulla 
base di 2, varie generalizzazioni di 1; in particolare il seguente:

3. Teorem a. S ia  X uno spazio normale d i Stein d i dimensione n X  1; 
ogni funzione meromorfa F su X  ammette una n-soluzione d i Poincaré su  X.

Il Teorem a si estende ad altri casi, per esempio a varietà X che siano 
corone complete con dim e X >  3.

U n esempio. Sia X  =  { (x  , y  , z) c C3 \ x y  =  z2} e sia F ( x , jp , z) =  — =  — ; 
X è uno spazio norm ale di Stein e (x  , z) , (2 , y )  sono una 2-soluzione di Poin
caré per F $u X. Non vi sono i-soluzioni di Poincaré per F. Supponiam o 
infatti, per assurdo, che (h , g) sia tale; sia o =  (o , o , o); sull’insieme 
R — {0} si ha x  — ah2 ove a =  e Y (R  , 0 ). Per il teorem a di pro
lungam ento di R iem ann, a si prolunga olomorficamente su tu tto  X; ciò è
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in contraddizione con l’irriducibilità del germe %  nell’anello @0. Notiamo 
anche che il fascio non è a ideali principali e che la re tta  y  =  o , z  == o, 
luogo dei poli di F, non è intersezione completa in X.

Il Teorem a 3 può precisarsi m ediante l’impiego di risultati di O. Forster 
e K. J. R am spott nel caso che abbia rango limitato. In  particolare si ha:

4. PROPOSIZIONE. S ia  F  una funzione meromorfa su una varietà com
plessa n—dimensionale X. Se X è un aperto su una varietà d i S tein , allora F  
ammette una k—soluzione d i Poincaré con k  =  1 +  (fi =  1 Per n =  1).
Se X è una varietà di Stein ed i l  luogo PF dei po li d i F  è una sottovarietà 
connessa d i  X, allora F  ammette una  1̂ +  \—^j-so luzione d i Poincaré.

D imostrazione . Nel prim o caso X am m ette uno inviluppo di meromorfia 
Y che è una varietà di Stein (v. [7]). Possiamo così supporre che X sia una 
varietà di Stein; ^ F è un fascio a ideali principali; da [5] si ricava che 
T (X , è un T (X , 0 )-m odulo  con k  =  1 +  - j (k =  1 se n =  1) ge
neratori g x , • • •, g k; ne segue che (g ± F  , g ±) , • • •, (gk F  , g k) è una /^-soluzione
di Poincaré per F. Nel secondo caso sia J  il fascio associato a PF e sia  ̂
l’ordine di polo di F  su PF. Per [4] esistono k  =  1 +  ĵ—J sezioni g ± , • • -yg k 
di /  su X le quali generano T (X , J )  come F (X , 0)-m odulo. Le coppie 
( ^ [ F  , g£) , • • - , (gsk F  , g sfj costituiscono una delle /é-soluzioni cercate.

: 5. Esempio. Sia X =  { (x , y  , z) e C3 || x 2 - f  y 2 —  z2 —  i | <  i }. Questo
poliedro analitico è stato studiato da H. W hitney in [9] (cfr. J. P. Serre [8]).
L a funzione (x  , 4/ , z) -> w  ove w 2 =  +  y 2 — z2, Re w  >  o, è olomorfa
su X; sono pure olomorfe le funzioni (x , y  , z) =  w  +  y  , =  w  —-y ,
9 i == x  +  z  , <p2 =  x  —  -S'; si ha <px (p2 — 4*1 ^2- [9] è dim ostrato con metodi
elem entari che è irriducibile nell’anello F (X , 0 ). Consideriam o la funzione 
m erom orfa

p __ __ 92
9i 2̂

Conform em ente alla precedente proposizione, F  am m ette una 2-soluzione 
di Poincaré su X, per esempio , 93) , (92 > ^2)* L a funzione m erom orfa 
F  non am m ette alcuna 1-soluzione di Poincaré (h ,g )  su X. In caso contrario 
si avrebbe 9X =  g u , =  S v con u  > v e F (X , &). Poiché ^1 è irriducibile
e g  non è unità, la funzione u  sarebbe unità e quindi' 9X dividerebbe <J;2 
in F (X , 0); assurdo. Notiam o anche che l’anello di integrità F (X  , G) non 
am m ette M.C.D. (== M assim o Comun Divisore). Supponiam o infatti che ogni 
coppia a , b , e T  (X , 0 ) am m etta un M .C.D. notato con (a , b). In  tal caso 
si avrebbe , 92) =  (+1, 92 , 9i 92)) =  ((+1 > +1 92) » 9 i 92) =  +1; assurdo.
Si osservi che la varietà dei poli di F, cioè {(x , y  , z) € X  \ x  =  — z — y}  
non è intersezione com pleta in X. Infine notiam o che le funzioni ^  sono 
relativam ente prim e nell’anello F (X  , 0), m a che i germi da esse indotti non 
sono relativam ente prim i in ogni punto di X; infatti nei punti Q della
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sotto varietà { ( x  , y  , z) e X  \ x  =  —  z  ,w  =  — y } ,  il germe (cp^Q non è unità 
e divide (^i)q . .

Il prim o esempio di una funzione m erom orfa senza i-soluzioni di Poin
caré (su un aperto di C2) è stato fornito da Gronwall in [6].

Se X è una varietà complessa connessa sulla quale sia risolubile il problem a 
di Poincaré, allora ogni coppia di funzioni non nulle a , b e T  (X , 0 ) am m ette 
un M.C.D. 8 e 8X è M.C.D. di ax , bx per ogni x  6 X. Infatti basta porre 
^ — — ove (h yg) è una i-soluzione di Poincaré per ajb. In  particolare, sia X 
una varietà di Stein del tipo precedente e sia 3f ~  { U eI un divisore 
non negativo su X; per 2. esistono k  funzioni olomorfe globali d x y‘ - ' , d À 
con la proprietà che ad ogni x  e U,- sia associato un indice j , 1 <  j  <  k, per 
cui (dj)x =  ux ( f i )x con ux unità in 0X. Sia § un M.C.D. di d± ,• • - , d k) 8 è una 
soluzione di Q). Q uindi per una varietà d i Stein d i dimensione fin ita  la risolu
bilità del problema moltiplicativo d i Cousin è equivalente alla risolubilità del 
problema d i Poincaré.
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