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Teoria degli insiemi. — Sugli insiemi di non-misurabilità secondo 
Carathéodory^. Nota (*n di B ianca A l b a n e se , presentata dal Socio 
G. S a n so n e .

SUMMARY. ■—  A general property of non-measurability subsets (according to Carathéo- 
dory measure function) of a topological space is shown.

I. È ben noto che l’insieme di non-m isurab ilità  di un sottoinsieme di 
R “, non-m isurab ile secondo Lebesgue, costituisce un perfetto [1 ].

Scopo di questa nota è quello di dim ostrare come una tale proprietà, 
tu ttav ia , non dipenda né dalla particolare funzione di m isura adottata, né da 
stru ttu re  caratteristiche di RG

In effetti, detta proprietà dipende da due circostanze ben poco restrittive: 
la p rim a derivante essenzialm ente dall’assiom atica booleana della m oderna 
teoria della m isura, la seconda basata sulla separabilità dello spazio topologico 
scelto come am biente.

Al fine di evidenziare chiaram ente tu tto  questo, si farà qui costante rife­
rim ento ad una qualsiasi m isura di Carathéodory, introducendo solo quando 
sia necessario uno spazio topologico (S , <F).

Per la nom enclatura e la simbologia, ci si Uniforma (relativam ente alle 
considerazioni sulla m isura c) alla classica opera [2] di C arathéodory.

2. Prem ettiam o il seguente:
LEMMA i . Siano E  , F due « somas » dei quali uno almeno non—misura­

bile (e). Se A, B sono due altri « somas », entrambi misurabili (c) e tali che

(1) E C A  , F  G B  , AB =  o, 

allora E  fi- F  non e misurabile (c).

Dimostrazione. Sia, per esempio, E  non-m isurabile (c). Esiste allora 
un « som a » X tale che risulti

(2) c (X) c (X E ) +  c (X  + X E) .

Se si pone

(3) Y =  XA ,

si ha, per la m isurabilità  (Y) di A:

(4) * (X) =  c (Y) +  c (X  +  Y) .

(*) Lavoro eseguito durante il godimento di una borsa di studio per l’Analisi Funzio­
nale (C.N.R.).

'(**) Pervenuta all’Accademia il 9 ottobre 1974.



Bianca A lbanese, Sugli insiemi d i non-misurabilità, ecc. IS?

D ’altro canto, sem pre per la m isurabilità  (V) di A, riesce:

(5) c (X E ) +  c (X  +  X E) =  c (X E) +  e [(X +  X E ) A] +

+  c [(X +  X E ) +  (X +  X E ) A ] =  r  (T E ) +  c[(X + YE) A] +

+  c[(X + X E ) +  ( Y f  X E )] =  c (YE) +  c [(X +  YE) A] +

+  c [(X +  Y) +  (X E  +  X E)] =  c (YE) +  c (Y +  YE) +  c (X +  Y).

C onfrontando allora la (4) con la (5), sulla base della (2), si ottiene:

(6) c (Y) 4= c (YE) +  e (Y +  YE) .

M a poiché, in v irtù  della (3) e delle (1), risulta

(7) c (YE) +  r (Y f  YE) =  c [Y (E +  F)] +  c [Y +  Y (E  +  F)] ,

dalla (6) si trae  la non-m isurab ilità  (c) di E +  F.
Se invece E  fosse m isurabile (V), alla stessa conclusione si perverrebbe 

ragionando, come sopra, su F, m a con riferim ento a B anziché ad A.
Il lem m a è cosi dim ostrato.

3. Sia ora (S ,.<F) uno spazio topologico e si identifichi l’insieme di tu tti 
i « somas » con quello ^ ( S )  delle parti di S. Le operazioni fra tali « somas >> 
siano quelle naturalm ente indotte dall’unione e dall’intersezione di sottoin­
siemi di S. (Cosi, per esempio, l’operazione +  corrisponderà alla cosiddetta 
« differenza sim m etrica », etc.).

Sia poi c una m isura di C arathéodory avente come dominio ^ (S )  e come 
anello di m isurabilità un sottoinsiem e di ^ (S )  di cui facciano parte  (almeno) 
tu tti i sottoinsiem e di S costituiti da un sol punto e tu tti gli intorni aperti di 

Ciò pósto, diam o la seguente definizione:

D E F I N I Z I O N E  i .  Diremo che un pun to -x £  S è un «punto d i non—misura­
bilità (c) » pér\un insieme E  e & (S) se, per ogni intorno aperto I* di detto punto , 
Pinsieme lx E  riesce non—misurabile (c).

O vviam ente, soltanto gli insiemi non-m isurabili (c) (se ne esistono) 
possono am m ettere punti di non-m isurab ilità  (c), il cui insieme sarà detto 
« insieme di non-m isurab ilità  (c) » dell’insieme dato; lo si denoterà con l’appo­
sizione dell’apice A.

Sussiste jal riguardo la seguente proposizione:

Proposizione i . Se la topologia 7d è a base numerabile, allora ogni sotto­
insieme E  C S che sia non-misurabile (c) ha insieme E  A di non-misurabilità (c) 
non vuoto.

Dimostrazione. Posto che sia E  A =  0 , si ricopra E m ediante una famiglia 
{ I/è}^=i,2»... di intorni, aperti, ciascuno dei quali può supporsi appartenente 
alla base di e tale che, per ogni k , riesca m isurabile (c) l’insieme l k E. 
Orbene, la successione

(8) I x E ,  ( l i  +  h )  E  , . . . , ( I 1 +  I2 + .  . . +  I k) E , . . .



i 58 Lincei -  Rend. Se. fis. mat. e nat. -  Vol. LVII -  Ferie 1974

risulta m onotona crescente e tu tta  costituita di insiemi m isurabili (c); inoltre

(9) lim ( S  4- l i )  E =  E .
n,  oo \Æ =1 /

Ne segue che E  è m isurabile (V), donde l’asserto.
Sulla base di questa proposizione e del Lem m a i, diam o allora il 

seguente teorema:

TEOREMA i. — Sotto le stesse ipotesi della Proposizione 1, Vinsieme E A è 
perfetto.

Dimostrazione. -  Cominciamo col provare che E  A è privo di punti isolati. 
Invero, se x  fosse un siffatto punto, per qualche suo intorno aperto I* l’insie­
me I* —  { x }  non conterrebbe punti di non-m isurab ilità  (c) per E. Si ricopra 
allora l’insieme I* —  {x }  m ediante una famiglia {Jk}k=i,2 ,... di intorni 
aperti, ciascuno dei quali può pensarsi appartenente alla base di & e tale che, 
per ogni >é, l ’insieme ]k(Jx —  i x ì) E  riesca m isurabile (c). A ncora una volta, 
la successione

(10) (ÌC  +  J ,) ( I*  — {*})E

risulta m onotona crescente e tu tta  costituita di insiemi m isurabili (c); inoltre 
il suo limite è evidentem ente l’insieme (lx —• {x})  E. Q uest’insieme, pertanto, 
riuscirebbe m isurabile (c); m a in tal caso, dal m om ento che {x }  è pu r esso 
m isurabile (c \  tale risulterebbe l’insieme

(11) (I, — {*}) E +  {*} £  =  lx E,

contro l’ipotesi che sia x E E  A .
Sia ora x 0 un punto  del derivato di E  A e si denoti con lXo un suo arbitrario  

intorno aperto. Si assum a poi a piacere un punto x E lXo E  A ed un suo intorno 
aperto I*. Necessariam ente, l’insieme I* E  è non-m isurabile (e); e poiché 
anche l x lXo è intorno aperto di x,  del pari non-m isurabile (c) sarà l’insieme 
I* lXo E. D ’altronde, sia l’ insieme I* lXo che l’insieme lXo +  I* I*o sono m isu­
rabili (c) e in  più

(12) i* i*„ (i„  1 1 * i j  =  0  •

Allora, a norm a del L em m a 1, l’insieme

(13) II I , E  +  ( I „ t I , I J E = I I i E

riesce non-m isurab ile (c).
Sicché x 0 e E  a e il teorem a è dim ostrato.
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