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RENDICONTI
DELLE SEDUTE

DELLA ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

Classe dì Scienze fìsiche, matematiche e naturali

Ferie i g 74 {Settembre—Ottobre)
(Ogni Nota porta a pie’ di pagina la data di arrivo o di presentazione)

SEZIONE I
(Matematica, meccanica, astronomia, geodesia e geofìsica)

Matematica. — Sopra alcune convoluzioni divergenti. Nota (*} di 
S u s a n a  E l e n a  T r i o n e ,  presentata dal Socio B. S e g r e .

Summary. — We give a sense to certain divergent convolutions of the form (P ±  i o)* * 
* (P  ±  io)»* (see, for the definition of these notations, formulae (2), (4), (5)).

As an application of our formulae we obtain the explicit value of a constant which 
appears in a formula of Fuglede (see [1], p. 7, Lemma 3.1). We observe that many of the 
“ divergences ” appearing in quantum field theory are precisely divergent convolutions of 
the form (P i  i o)x * (P i  i o)^ (see [2], pp. 151-183).

I .

( 0
dove

Consideriam o le distribuzioni 

H a (P db i  o , n) = (P ±  i'o )l(a- ”) 
K„ (a , q)

(2) P =  P  (*) =  x\  +  x\  H--------h — — '

a 6 C , x  =  (X l , x 2 , x„) e R ”.
A bbiam o inoltre posto

n M/2 2a r ( A )

--- X 2P+Ç !

(3)

(4)

ove

K „ (a , q)
e± (n/2)z> y

( ^ )  '
def

(P ±  i  o)x =  lim {P  ±  iz I X  |2 }X . 
s -> 0

(S) \ x f = x l + x l + - -  +  xl

e (n —  a)/2 è un  intero positivo.
L a distribuzione H a è un analogo « causale » (« anticausale ») del nucleo 

ellittico di M arcel Riesz (cfr. [4], p. 16). Osserviamo che, a cagione della T

(*) Pervenuta all’Accademia il 18 settembre 1974.
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che appare nel denom inatore di (3), la funzione H a ha poli semplici nei punti 
a =  n +  2 /  con /  intero >  o.

2. Scopo di questa nota è dare un senso alla convoluzione 

H a (P ±  /  o) * Hp (P ±  i o ) ,

quando sia a +  ß =  ^  +  2Ä con h intero > 0 ,  e a , ß siano punti di rego­
larità della distribuzione H a .

D alla form ula (cfr. [5], form ula (II, 7; II), p, 36)

H a * Hß — H a+ß ,

valida per ogni oc , ß , a +  ß differenti di n +  2 r, r  == o , 1 , 2 , • • •, si ha

(P ±  i o ) i (x- n>(6) H a (P ±  o , n)*  Hg (P ±  i o , n) =  H a+(3 (P ±  i o  , ri) =
Rn (a ß > ç)

Otteniam o, dalla (6) per oc ß — n 2 h, k  =  o , 1 , 2 , • 

Ia * Hp :h „ * h r - - ^ (— r ( - ^ p ±^o)^
jq-«/2 2^+2^ jp  ̂^ ~i~ 2-h ^

Sviluppiam o H a in serie di L aurent nell’intorno del punto oc =  n  +  2 ,
h =  o , i , 2 , * - * :

A 00
H a (P ±  i o  , n ) =  +  A 0 +  2  A v (a •— n  —  2 h j  ,

e poniam o, come di consueto,

Pf  H w+2̂  =  Ao =  li-m ~  [(oc—- ^  —  2 h) H a] .
a ->«+ 2 h a a

Come conseguenza dalla relazione ben nota

r ( — _  (— i ) x r (z +  i)
r  (—z) r  (z —■ x -j-1 ) f

si perviene alla formola

, d i r +,) lf-=ì+/,+,
A. =  lim 1 - IL— *-- -------Ì Ì - )  '  ! '  ; (P ± ,o)l l“-»

a->*+2/i II”'2 d a i „ „ / a  — » ' 1 V 72«r + 1)r(T)

(7)

Dopo calcoli lunghi m a elem entari, che omettiamo, si ricava 

Aq (— i)* e±(n/2>!̂ ( P ±  io)h
JJw/2 2«+2^ + l

2 log 2 r  {h + 1) r  ( n + 2 h ) + T' (h + 1) r  ( n + 2A) +  ro% + 1) r  ^  +  2h

+  ■

T( k  +  i )TÌ{ n +  2 A ^

(__ i)h+1 2 ^±(n/2)^”

+

n"/2 2”+ 2* r (ä + 1 ) r (?  +  2h  j
(P ±  io)* log (P ±  io )1'2 •
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3. Nel caso particolare q =  o , p  =  n , la (1) prende la forma

(8) Ha( | * |  \ n ) ~ R a ( x >n ) = ^ r >
ove

nn/2 2“ r
r* =  x l  +  x 22 + - - -  +  x l  e D„ (a) =  — —— —

r ( A _ J

L a (8) è, precisam ente, la definizione del nucleo ellittico di M. Riesz.

4. Calcoleremo la convoluzione R a (x , n) * R ß , n) quando oc +  ß =  
=  n 2 A, con h intero >  o.

D alla formola (cfr. [4], p. 20, form. 11)

Ra (X  , f l )  * Rß (X  , f i )  — Ra+ß ( x  , %))  

valida per oc >  o , ß >  o, oc +  ß <  n, si ottiene form alm ente

r * h T ( —  h)(9) R«* R ;■w+2̂ —a
jpz/2 2^+2  ̂pi I 73 -f- 2 h  j

D arem o un senso al secondo m em bro della (9) calcolando iy R a (^ , 
punto  a =  n 2 k.

Ricaviam o, ponendo nella (7) ^ =  o , P ± /  o =  r 2 ,

nel

(io ) P/" -R-w-j-2 Ä (a* r %)
(— i)*
Jj2/» 2n+2k

j 2iog3r(A + i ) r ( î ± ^ )  . r ( a  + i )r + r (a + 1 ) r ( - ^ + 2a ) j
 ̂ /-M „ I o ä \ 19 I r , -  I » . io /

I [t (a +  i ) r p ± ì * j

+ ( - i ) 'h+ 1

n «/2 2n+2h-l r  +  p

Ponendo h =  o nella (io ) otteniam o 

0  0  P f R a( x , n )  =  Pf

c* +  . > r ( ^ ) f

r 2A log r.

+

p-cc—n y n —CL — n
*

n«/2
= - i r ( - )

log r - ]p»/2 2»/2

(oq (/z ■— a)

’ i**r(A) + r (,)r(A)+i-(A)

r ( | ) f

5. Come applicazione otterrem o, a partire  dalla ( n ) ,  una formola espli­
cita per una costante che appare nel seguente lemma di Fuglede (cfr. [ i] , 
p. 7. L em m a 8.1):

Siano A  e B due sfere concentriche di R”, di raggi p (fisso) e R  >  2 p 
rispettivam ente. A llora la funzione cp (x , y  ; R) , x  e A  , y  e A, definita
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dalla form ula

O 2) f  Ix  2 la~” I z  y  l~g d'S' =  log + ' f > ( x , y , R )
B‘(R)

è continua in A x A ,  e tende a una certa costante C, uniform em ente in A x A  
per R  -> 00, ove abbiam o posto

W n
2 i r /2

Dalla (12), per y  =  o, otteniam o

ossia

0 3 )

ove

—  J I * — « d * = l o g  — j- +  cp (*,;>/;R ) ;
B(R)

* 1*1 a d-s* —  log R  I =  —  log |.#  I +  C ,
^°° B(R)

C =  lim 9 (x , y  ; R) .
R—>-00

L a (13) può scriversi

04) * r n- a- n } =  — log I *  I +  C .

Se si tien conto della (11), otteniam o quindi

(15) Y f { ra * r n~a~n } =  —  log r  -f- 2 n!2 log 2 -f- 2^/2)“ 1 R  (1) 4- 2(w/2)-i
VV fi

Infine, dalle (14), (15) si ricava:

T’( ~  )
c  =  2"/2 log 2 +  2W2)-1 V ( l )  +  2(*/2)-l _ A 2/  .

r (0
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