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Analisi matematica. — Un problema al contorno per una classe
di operatori ellittico—parabolict del quarto ordine degeneri in una o pi
direziont. Nota 11 ® di Maria L. BEnEvENTO, TERESA BRUNO e LAURA
CasTeLLANO, presentata dal Socio C. MIRANDA.

SUMMARY. — An existence theorem is given for the boundary problem in the title,
which extends the theorem of Note I.

Recentemente, [4] ), abbiamo generalizzato un teorema di esistenza sta-
bilito da A. Canfora in [6]; ora completiamo nel medesimo ordine di idee la
generalizzazione dei risultati contenuti in [6] ed in una Memoria precedente
dello stesso Autore [5]:

Consideriamo operatori ellittico-parabolici

L = ) a,(«')D"
la]=4
in un aperto regolare limitato Q C R’ con coefficienti reali a,€C™(Q) e con
la condizione:
2
D (o, Layg > c || ullg
per le funzioni reali w € HY(Q) N H*(Q);

inoltre, detto Qo C Q Paperto in cui L ¢ ellittico, il dominio D = Q—Q
(dominio di degenerazione) ¢ 'unione dei domini disgiunti L ,---, Q, (zone
di degenerazione) nel generico dei quali, £,, L coincide con uno dei tre seguenti
operatori:

A) 2 aaD —_— 24 6 Dt;D ¥D§,+|0§lan x‘l‘ Z (l)D D

laj<4 i,7=0 [a|<2
(38, ) ER’
B) D, @, Di— Zé .D,;D,; J,-ch?D D,
la]<4 #7=1 M (380, -+, ) €eR’

@) \*
C) loquamD 1.12—16 D, D, + Z @ D;D,, + aD,,
[a|<2 R
(x5, -, ta) €R,

(*) Pervenuta all’Accademia il 31 luglio 1974.

(1) Nella Nota [4] abbiamo semplicemente enunciato il risultato ottenuto; esso & stato
esposto, anche se non in tutti i dettagli, nella relazione n. 40 dell’Istituto di Matematica del-
I’Universita di Napoli, dal titolo: Swl problema al contorno del tipo di Dirichlet per una classe
di operatori ellittico—parabolici del IV ordine degeneri in una o pii diregions 1.

I risultati che illustriamo nella presente Nota sono stati gia esposti in due relazioni simi-
lari che portano lo stesso titolo della precedente (II e III, nn. 45 e 46); comunque ci ripromet-
tiamo di dare un’esposizione completa ed unitaria dei risultati in discorso in una Memoria di
prossima pubblicazione.
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dove x = (%1, -, xmk) e f,%1, *+, %, possono avere diverso significato a

seconda della zona €2, ma si ha sempre:
my,+n,=s in B), my+n,+1=3s5 in A) e C).
Supponiamo verificate le condizioni:
1), HZ4aa£+Lé i (IEH—ET,), E,reR
o Z,7=1
uniformemente in ;

¢ <=0 e a == 0, anzi per semplicitd, poiché cid non ¢ restrittivo, ¢ >0 e @ >0,

le quali assicurano che gli operatori A), B) e C) sono quasi ellittici.

Si osservi che il fatto che in A) e in C) figura una sola variabile con il ruolo
di Zo & condizione necessaria per la quasi ellitticita (cfr. [3], n. 2); lo stesso dicasi
per Tipotesi di ellitticita sui polinomi:

n

%
Za"‘E’a e ZbUTTJ’
|| =4 i7=1

i quali peraltro, a motivo della I), debbono risultare ellittici positivi.

Il caso #; = 0in A) ein C) e #;, = 1 in B) & quello considerato da Canfora;
per l'osservazione di sopra, l'estensione del teorema di Canfora riguarda la
pitt ampia classe di operatori L, con pit variabili ¢; (variabili di degenerazione),
quasi ellittici in ogni Q,.

Si puo includere, con ovvio significato, 'eventualita »; = o; in questo
caso non esistono variabili con il ruolo delle x; e quindi L ha in Q, ordine
inferiore a quattro.

Come in [4] si suppone che €2, se non ¢ interno a Q ha in comune con la
frontiera Q di Q uno o pitt domini internamente connessi contenuti in iper-
piani del tipo x; = cost oppure ¢; = cost.

Converra iper il seguito denotare con Q,, Qg, Q- 'unione dei domini
Q, nei quali L ¢& rispettivamente del tipo A), B), C).

Orbene sia T'y= QN Q e per ogni £, T{ sia la parte di QN Q; conte-
nuta in iperpiani di equazione x; = cost e I'y’ sia la parte di Q N Q, conte-
nuta in iperpiani #; = cost (z’z}:o) inoltre se Q,C Q,[Q,C Q] I'Pe I
[TP e T siano le parti di QN Q, contenute in iperpiani #, = ¢; = cost
rispetto ai quali Q si trova in Zy = ¢; e in 7, < ¢;.

Infine poniamo:

M=y re =TI
k

s = Y ry I = u re”

Iy = u re Ty = u re”

k
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Supporremo verificate anche le seguenti condizioni:

ID), g = cost intorno a I's;
a€C*(Qy), a= cost intorno a T's;

Vi <=0 b;; = cost intorno ai domini di T'Y normali a ¢;.

Tutto ci6 premesso, formuliamo il problema al contorno che abbiamo
considerato:

D

Lu=f in Q

ul . L.=20 D,u =0
Q-T, Tyur;uUly

nonché il suo aggiunto:

. L*s =g in Q
¢y

v, =0 D, z/I ,= 0,
9-T, [yUl,UT;

f e g essendo funzioni assegnate in Ly (Q).
Si indichi ora con & la classe delle funzioni » € H*(Q) tali che esista un

(<]
compatto K,C I'y per cui si abbia:
J, =o
Q-K,

e inoltre tali che esista un compatto K,Clyul'sulsulh per cui si
abbia:

si intendera per soluzione debole del problema (I) una funzione u € L2(Q)
tale che:

(u,L*0),=(f,v), Vveg.

Allo scopo di enunciare il teorema di esistenza che abbiamo stabilito,
¢ opportuno introdurre la classe o delle funzioni = € La(Q) N H4(Qo) tali
che detto K un compatto contenuto in Q— X, # ha in Lz(K) le seguenti
derivate:

%) se KC(E)—Z) U f4, tutte le derivate che figurano in L;

ko) se KCSOZA U SolB @) f‘l, le derivate prime e seconde; se invece
KCQCU AN quelle del tipo D7 con |a|< 2 e Dfﬁ. conk=1,2ei==0;

k3) se KCE)A Uf)B U f_'z, le derivate prime e inoltre quelle del tipo

DZ con |a| < 4; se invece KCéch‘z, quelle del tipo Dy cou |a|< 2 e
D,; con Z==o0;

ky) se KCEZAUi"3, quelle del tipo Dg con |a| <3 e D? con Bl <2;
se invece KCEZAUIQ';, quelle del tipo Dy con |a|< 2 e D? con |B]=1.
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Orbene, si dira soluzione guasi regolare del problema (I) una funzione
u € A che verifica q.o. I'equazione e le condizioni al contorno.
Il nostro teorema di esistenza per il problema (I) ¢ il seguente:

TEOREMA. Se sono verificate le condizioni 1), 11),, 1)y, i problema (1)
ha almeno una soluzione debole, la quale risulta anche una soluzione guasi
regolare.

Naturalmente sussiste il teorema corrispondente per il problema (I)%;
esso si enuncia sostituendo le classi ¥ e # con le analoghe ¥* ¢ #™ ottenute
da esse scambiando I'; con r (Z=13,4).

Il teorema enunciato contiene il risultato di [4] (Q, = Q.= @) e, come
si € detto, il teorema generale di Canfora, che si riferisce al caso in cui in ogni
Q; figura una sola variabile di degenerazione.

I1 nostro risultato & piti generale di quello di Canfora non solo per la pre-
senza di pit variabili di degenerazione: infatti, si considera I’eventualiti
che QN Q, contenga parti di iperpiani x; = cost € non solo #; = cost; nel
caso A) si evita l'ipotesi di ellitticita dell’operatore

— ¢Df, + 122 7. D, DI + [‘E‘z LoD

conservando comunque l'ipotesi ¢ 5= 0 come & necessario per la quasi ellit-
ticita; nel caso B), come & detto in [4], non viene fatta Dipotesi che I'opera-

tore E DY sia ellittico-parabolico; infine si ottengono alcuni miglioramenti
o[=2

per quanto concerne la regolarita dei coefficienti.

I procedimenti che abbiamo usato si rifanno a quelli adoperati da Canfora
ed a quelli utilizzati nel lavoro precedente; essi sono basati sostanzialmente
su quelli descritti e adoperati da Agmon in [1] e [2].

Le molte e laboriose modifiche apportate a tali procedimenti sono state
rese necessarie dalla maggiore complessitd dell’operatore, non solo in riferi-
~mento alla presenza di pili variabili di degenerazione ma anche per quanto
concerne le ipotesi pili generali in cui ci siamo poste.
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