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Fotogrammetria. — Calcolo della rototraslazione tra due sistemi 
di riferimento per mezzo di pun ti noti parzialmente. Nota (*} di 
F e r d i n a n d o  S a n s ò ,  presentata dal Socio L. S o l a i n i .

Summary. — In this work we deal with the problem of finding the rototranslation and 
the scale factor between two frames of reference (r) and (R), when only a part of the coordi
nates of a certain number of points r  of (r) are known in (R).

The exact normal system is set up by means of quaternion algebra and then reduced to 
a non linear eigenvalue equation.

This equation is interpreted and its properties are studied in the last paragraph of 
the paper.

§ I. Il problem a risolto nel presente lavoro è il seguente: dato un certo 
num ero di punti noti r{ in un certo sistema di riferim ento (f) (sistema modello) 
sono note degli stessi punti un certo num ero di coordinate in un altro sistema 
di riferim ento (R) (sistema terreno); si chiede di ricavare la rototraslazione 
ed il fattore di scala che collegano i due sistemi (f) ed (R).

U n  tale caso si presenta di frequente in fotogram m etria, quando ai punti 
ri nel sistema (r) (sistema modello) corrispondono nel sistema (R) (sistema ter
reno) dei punti R* di cui siano note per una parte  solo le quote e per u n 'a ltra  
parte solo le coordinate pianim etriche. Per quanto segue conviene adottare 
una convenzione: cioè se per un certo punto sono note in (R) sia la p lan i
m etria che la quota, ripetiam o due volte con diversi valori dell’indice z, 
in modo tale che per ogni indice z, si possa dire che, sul terreno, è nota solo 
la quota o solo la planim etria del punto.

In  corrispondenza introduciam o le due quantità

i se il punto è noto in planim etria 
o altrim enti

( M )
i se il punto è noto in quota 
o altrim enti.

Per quanto  dato risulta ovviam ente:

(l>2)

+  ß* =  1 <*,• ß* =  o

2,- a,- =  np n. dei punti noti in planim etria

2,- ß,- =  nq n. dei punti noti in quota

(*) Pervenuta all’Accademia il 22 luglio 1974.



Ferdinando Sansò, Calcolo della rototraslazione, ecc. 1 0 7

per la soluzione analitica del problema inoltre conviene usare il campo dei 
quaternioni, in cui i vettori 3-D vengono rappresentati come quaternioni

immaginari e le rotazioni r' =  Ur, sono rappresentate da quaternioni q di 
modulo unitario per mezzo delle formule r' — qrq G>.

Per rendere più sintetica l’esposizione inoltre introduciamo i due proiet
tori 1^ e n 2, in planimetria ed in quota, definiti da:

n x r  =  rx i -\- ry j  =  —  Re (ri) i —  Re (r j) j
0 ,3) „n2 r  =  rz k  =  — Re (rk) k  .

L ’equazione di una rototraslazione in generale è:

(1 >4) R —  b —  Xqrq =  o

dove b è la traslazione, q la rotazione è X il fattore di scala.
Nel secondo caso però, a seconda del punto in esame, sarà noto solo 

I11 R,- o n2 R,: perciò proiettando la (1,4) con IIj o con I l2, a seconda che R,- 
sia noto in p lanim etria od in quota, otteniam o due sistemi di equazioni

(L 5) R,- —  b —  XU1 (qr,-q) =  o a,- =  1

(1.6) n2 r,- — n2 b — xn2 (gri q) =  o ß,- = i.

P er com odità, facciamo le seguenti convenzioni:

-  l’origine del sistem a (R) sia tale che

2,-a. nrR. =  0
(1.7) s,. ß. n2 r, = o

-  i vettori r{ delle (1,5) siano riferiti al baricentro, in modo tale che

(b8 ) Sa,- r, — o

-  i vettori r{ delle (1,6) siano riferiti al loro baricentro:

(l,9) S,- ß,- Ti = O.

Con queste trasform azioni il sistem a (r) si spezza in due sistemi (V) ed 
(r") che sono semplicemente traslati tra  loro: per questo motivo non ci sarà 
più u n ’unica traslazione b tra  (R) ed (r) m a due traslazioni bL e b2> tra  (R) ed
(O - e  CO-

IO Indichiamo con q — q$ — i q il quaternione coniugato di q =  ga +  i q .
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Le (1,5), (1,6) vanno perciò risolte come segue:

111 R; —  Il x b± —  XE^ (gn q) =  o a,- =  i

n 2 R, —  n  2 b2 —  x n 2 (qr{ q) =  o ß; =  i .

— a* n x +  ß* n 2

R;w =  P; R ; (quantità note in (R))

bQ =  n x ^  +  n 2 b2 

p , =  n i ß,- p * =  ß* n 2
III P; =  OC; Hi n 2 P; — ß; II2 .

Le (1,10) e (1,11) possono chiaram ente essere sintetizzate nella forma:

(L 14) —  p ; K —  XP; (qr{ q) =  o .

Notiam o che una volta calcolati , q e X la trasform azione di un vettore r 
qualsiasi in R  dovrà essere eseguita nel seguente modo: riferendo r  prim a 
all’orìgine di (r') e poi di (r"), otteniam o due vettori rx ed r2, delle (1,10) e 
(1,11) poi ricaviam o:

(LIS) R  =  +  X [ n x (qr± q) +  U2 (gr2 q)].

(1,10)

(L U )

Se poniam o

notando che: 

(M 3)

§ 2. Formazione del sistema normale

Se le coordinate note in (R) superano il num ero delle incognite (che è 
pari a 7) le (1,14) vanno trasform ate in equazioni agli errori ed il sistema otte
nuto va com pensato col m etodo dei m inimi quadrati.

Pertan to  posto:

(2. 0  Rim — P« K —  >̂ P, {ÇTi q) =  Vi

dovremo cercare il m inim o della funzione

(2.2) <I> =  E,- Vi v{ +  y (gq— 1)

con la condizione

(2.3) q g =  I. 2

(2) y è il moltiplicatore di Lagrange relativo alla condizione (2,3).



Ferdinando S ansò, Calcolo della rototraslazione, ecc. 1 0 9

Notiam o che essendo P,- un proiettore, si avrà:

(2.4) Re (P, « P,. v) =  Re ([PTS] v )  =  Re (fl P,. v)

per ogni coppia u, v di quaternioni im maginari:
Perciò posto:

% =  R /„ —  b0 —  'kqr, q

si ha

(2.5) O =  Rg (2 - lì- p,. ut)  +  T (qg —  1).

Inoltre:

(2.6) 8 Re (fi, P, Uf) =  2 Re (8/7,- P, ut)  .

Fatte queste osservazioni, im poniam o l’annullam ento di SO rispetto a varia
zioni arb itrarie delle incognite, rispettivam ente S<50 , SX e Sq

(2.7) —  2. p. =  0
(2.8) Re (2,. qrt q P - ut)  =  o

(2.9) 2 X 2 - (P,. Ui) qrt +  2 <xq =  o .

Dalla (2,7) con facili passaggi si ricava:

(2.10) b0 =  o.

Dalla (2,9) inoltre m oltiplicando per q a destra, e ricordando la (2,8), troviam o:

(2 .11) T =  —  Re (2 ,. (P,. u,) qr{ q) =  o .

Pertan to  infine si ha:

(2. 12) s ,- (P,- «,0 Sn =  2 ,- R ;m ÿr,. —  X 2 P- (qr,- q) qrt =  o

che è u n ’equazione non lineare nelle sole incognite q e X, che studierem o nel 
prossimo paragrafo.

Notiam o subito che se tu tti i punti fossero noti sia in p lanim etria che in 
quota, si avrebbe

a 2 i —  1 P 2*+1 =  1 r 2 i  —  r 2* + l  ^ -2  im +  =  R-2» ^ 2» +  P 2/  +  I  =  I

e quindi risulterebbe:

2,- R 2, qr<u +  x (2,. I r 2-12) q =  o 

che è u n ’equazione stud iata  in un precedente lavoro [5].
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§ 3. Studio dell’equazione agli autovalori

L a (2,12) è u n ’equazione agli auto valori che per com odità d ’in terp re ta
zione, trasform iam o nel seguente modo: posto

(3.1) Q,: =  I — p,- = ß,: nx + a, n2

si ha

(3.2) S,. R im qrt +  X 2,. Q,. {qr{ q) qr; +  X (2,. | r{ |2) q =  o .

Q uesta equazione, come già visto in [5], esprim e il fatto  che la rotazione q 
cercata è quella che rende massimo il parallelism o tra  i vettori qrt q ed i vettori 

+  XQt (qri q).
In  particolare, se X' è il valore cercato della scala, si ha anche:

(3.3) M ax jT jT rp-Re (S R »m <fri q +  V Qi f r i  q) g?t q) =  x ' .

Se ora scom poniam o le (3,2) nelle quattro  com ponenti, posto:

X k - i 2 r »" qr' ~ 'Kq ì°
1 q =  <?2

sTfTrp- Q* f r i  q) i r i -► B (?) q q3

potrem m o scrìvere il sistema equivalente:

(3.4) Aq  +  XB (q) q +  Xq =  o .

Per la costruzione numerica delle matrici A e B (q) si confronti [5].
Notiamo che dalla (3,3) si deduce che l’auto valore — V cercato è anche 

l’autovalore minimo della matrice Â +  V- B (q).
Più precisamente possiamo formulare il problema come segue: conside

riamo l’equazione

(3.5) [A +  v)B ( /) ]  q +  Xq =  o X =  Xmax | p  | =  | q | =  I

la (3.5) genera una corrispondenza univoca <3> tra  la variabili r \,p  (\p  | =  i) 
e le variabili X , q (| q | =  1)

(3.6)
x = /O o  Vp)
q =  u ( r ) , p )  .

Il nostro problema è la ricerca del punto unito delle (3,6) 

(3,7) rt =  X p  =  q .

(3) La matrice A -J- t]B (fi) non è mai degenere, a meno che tutti i vettori siano tra 
loro proporzionali, caso che escludiamo.
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Osserviam o che la (3,5) resta invaria ta  cam biando di segno a p  e a q, e ciò 
corrisponde al fatto  che q e — q rappresentano la stessa rotazione: possiamo 
perciò in trodurre una lim itazione su p e q del tipo

Re p >  o Re q >  o .

In  questo caso però q viene ad essere in corrispondenza biunivoca e continua 
con la sua parte  im m aginaria.

Iraq  =  q Re q =  |/ 1 — | q \2

ed altrettanto  per p.
Possiamo perciò in terpretare la (3,6) come una corrispondenza uni

voca tra

t) , P ( \ P \ <  1) e A , q (\q | <  i) .

L ’esistenza del punto unito di una tale trasform azione è p rovata dalle seguenti
osservazioni:

-  La (3,6) è una corrispondenza continua, perché auto valori ed au to
vettori di una m atrice dipendono con continuità dai coefficienti di una m atrice

-  L a (3,6) trasform a un intervallo | yj | <  T  (con T  opportuno) in sé: 
infatti è

| X | < | ^ A ^ |  +  |7]| \ç+B(P)ç \
e posto

a =  M ax I q+ A  q | b =  M ax | q+ B (p) q \
9 £,q

si ha

(3.8) \ x \ < a  +  \ r i \ b .

M a

b =  M ax I Re (2,. Q,- (/r,- p) ^  q) |/2,. | r< |2 <
P,q

<  M ax E; I Q{ p Ti p I I Q, qrt q |/2 ,- | r, |2 <  i

il segno di — vale solo nel caso che gli siano tutti paralleli tra loro, perciò 
risulta b <  I .

Dalla (3,8) perciò si ricava che, posto T =  a (i — by*1,

h l < T ^ | X | < X .

La (3,6) è pertanto una trasformazione continua dell’insieme J Qp | <  1 , 17] | <  T) 
in sé e poiché tale insieme è connesso, la (3,6) per il teorema di Tychonof 
ammette almeno un punto unito.
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Notiam o che un qualsiasi valore di X, soluzione della (3,4), deve neces
sariam ente soddisfare la lim itazione | X | <  T, perciò nel delim itare l’insieme 
J non si rischia di perdere soluzioni.

Notiam o infine che, data  la continuità delle (3,6), se una successione appros
sim ante del tipo

[A \ n B Çn-\-1 ~Ì~ + l *̂2+1 "̂22 + 1 == ^max

è convergente, allora converge ad una soluzione del problem a (cioè ad un 
punto unito delle (3,6)).
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