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Fotogrammetria. — Calcolo della rototraslazione tra due sistemi
di riferimento per mezzo di punti noti parzialmente. Nota @ di
FERDINANDO SANsO, presentata dal Socio L. SorLAINI.

SUMMARY. — In this work we deal with the problem of finding the rototranslation and
the scale factor between two frames of reference () and (R), when only a part of the coordi-
nates of a certain number of points » of () are known in (R).

The exact normal system is set up by means of quaternion algebra and then reduced to
a non linear eigenvalue equation.

This equation is interpreted and its properties are studied in the last paragraph of
the paper.

§ 1. Il problema risolto nel presente lavoro ¢ il seguente: dato un certo
numero di punti noti 7; in un certo sistema di riferimento (») (sistema modello)
sono note degli stessi punti un certo numero di coordinate in un altro sistema
di riferimento (R) (sistema terreno); si chiede di ricavare la rototraslazione
ed il fattore di scala che collegano i due sistemi (#) ed (R).

Un tale caso si presenta di frequente in fotogrammetria, quando ai punti
7; nel sistema (7) (sistema modello) corrispondono nel sistema (R) (sistema ter-
reno) dei punti R; di cui siano note per una parte solo le quote e per un’altra
parte solo le coordinate planimetriche. Per quanto segue conviene adottare
una convenzione: cio¢ se per un certo punto 7; sono note in (R) sia la plani-
metria che la quota, ripetiamo 7, due volte con diversi valori dell’indice z,
in modo tale che per ogni indice 7, si possa dire che, sul terreno, & nota solo
la quota o solo la planimetria del punto. A

In corrispondenza introduciamo le due quantita

{ 1 se il punto ¢ noto in planimetria

O‘i = . .
o altrimenti
(1,1) | }
I se il punto & noto in quota
Br = o altrimenti.

Per quanto dato risulta ovviamente:

o, + B, =1 B, =o0
1,2 oo, =un n. dei punti noti in planimetria
7 D p p

2B, =mn, n. dei punti noti in quota

(*) Pervenuta all’Accademia il 22 luglio 1974.
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per la soluzione analitica del problema inoltre conviene usare il campo dei
quaternioni, in cui i vettori 3-D vengono rappresentati come quaternioni

immaginari e le rotazioni 7 = U;), sono rappresentate da quaternioni ¢ di
modulo unitario per mezzo delle formule 7' = grg M.

Per rendere pil sintetica I’esposizione inoltre introduciamo i due proiet-
tori II; e II,, in planimetria ed in quota, definiti da:

I 7»=7,i+7,j=—Re@)i—Re(s)j

I’
(1:3) Iy =7,k=—Re(k) k.

L’equazione di una rototraslazione in generale &:
(1,4) R—b—aprjg=o0

dove 4 ¢ la traslazione, ¢ la rotazione & A il fattore di scala.

Nel secondo caso perd, a seconda del punto 7; in esame, sard noto solo
II; R; o II; R;: percid proiettando la (1,4) con II; o con IT,, a seconda che R,
sia noto in planimetria od in quota, otteniamo due sistemi di equazioni

(1,5) IL R, —1IL 6 — Al (g7, ) = o % =T

z

(1,6) MR, — T, 6— () =0 g

I

Per comodita, facciamo le seguenti convenzioni:

Porigine del sistema (R) sia tale che

Zi ai Hl Rz' =0

I,
) %6 TLR =o

i vettori #; delle (1,5) siano riferiti al baricentro, in modo tale che

(1,8) Zo; 7, =0

i vettori 7; delle (1,6) siano riferiti al loro baricentro:
(I,Q) 2;‘ Bz’ 7; = 0.

Con queste trasformazioni il sistema (7) si spezza in due sistemi (') ed
(#"") che sono semplicemente traslati tra loro: per questo motivo non ci sara
pitt un’unica traslazione 4 tra (R) ed () ma due traslazioni &, e 4,, tra (R) ed

) e ().

— — —
(1) Indichiamo con ¢ = go—7 ¢ il quaternione coniugato di g=¢qy+igq.
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Le (1,5), (1,6) vanno percio risolte come segue:
(1,10) IL R, — 10, 6, — I (¢7:9) = o x; =1
(1,11) Il R, — 1l 6, — N, (¢7,7) = o B, =1
Se poniamo
P, = o II, + B, II,
(1,12) R,,.,=P; R; (quantita note in (R))
bo =11, 6, + 11 4, '
notando che:
w; Py = o II, B P, =81l
(1,13) _ _
I P, = o II I, P, = 8, 11,
Le (1,10) e (1,11) possono chiaramente essere sintetizzate nella forma:

(1,14) R — P, by —2P; (g7 ) = 0.

Notiamo che una volta calcolati 4y,¢ e A la trasformazione di un vettore »
qualsiasi in R dovra essere eseguita nel seguente modo: riferendo » prima
all’origine di (") e poi di (#'"), otteniamo due vettori 7; ed 7,, delle (1,10) e
(1,11) poi ricaviamo:

(1,15) R = by + M 11y (gr, @) + 5 (g7 ]

§ 2. FORMAZIONE DEL SISTEMA NORMALE

Se le coordinate note in (R) superano il numero delle incognite (che ¢
pari a 7) le (1,14) vanno trasformate in equazioni agli errori ed il sistema otte-
nuto va compensato col metodo dei minimi quadrati.

Pertanto posto:

(2,1) A Ripw—P;bg—NP; (97;0) = v;
dovremo cercare il minimo della funzione

(2,2) O=270v,+y@Gg—1) @
con la condizione

(2,3) gg = 1.

(2) v & il moltiplicatore di Lagrange relativo alla condizione (2,3).
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Notiamo che essendo P; un proiettore, si avra:
(2,4) Re (P, P;v) = Re ([P; #]v) = Re (1 P, v)

per ogni coppia #, v di quaternioni immaginari:
Percio posto:

u; = Rz'm - 60 - 7\971' Z]

si ha

(2,5) ® = Re(Z; 7 Pyu)+v(@qg—1).
Inoltre:

(2,6) dRe(@; P, u;) = 2 Re(37; P, u;) .

Fatte queste osservazioni, imponiamo I'annullamento di 8® rispetto a varia-
zioni arbitrarie delle incognite, rispettivamente 84, , 5\ e 3¢

(2,7) — 2, P,u;,=o0
(2,8) Re(Z; g7, 7 P;u) = o0
(2,9) 202 (Pyu)gr;+ 209 =0.

Dalla (2,7) con facili passaggi si ricava:

(2,10) by = o.

Dalla (2,9) inoltre moltiplicando per § a destra, e ricordando la (2,8), troviamo:
(2,11) y=—Re&, P, u)qr;7)=0.

Pertanto infine si ha:

(2,12) 2, Pu)gr; =%, R, q7; —NZP; (97; ) gr; = ©

che ¢ un’equazione non lineare nelle sole incognite ¢ e A, che studieremo nel
prossimo paragrafo.

Notiamo subito che se tutti i punti fossero noti sia in planimetria che in
quota, si avrebbe -

gy =1 Boit1=1 V2i =72 +1 Roim + Roj1m = Ry Py, +Poiy1=1

e quindi risulterebbe:
Z; Ry gras + A Es |73 g =0

che ¢ un’equazione studiata in un precedente lavoro [5].
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§ 3. STUDIO DELL’EQUAZIONE AGLI AUTOVALORI

La (2,12) ¢ un’equazione agli autovalori che per comoditd d’interpreta-
zione, trasformiamo nel seguente modo: posto

(3,1) Q=1—P, =g II; 4 o, I,
si ha
(3,2) 2R q7 +0Z;Q; (g7 Qg+ |7 12) g=0.

Questa equazione, come gia visto in [5], esprime il fatto che la rotazione ¢
cercata ¢ quella che rende massimo il parallelismo tra i vettori g7, 7 ed i vettori

In partlcolare se A" & il valore cercato della scala si ha anche:

(3,:3) Max 77 REGR, 707 + N 5, Qi (g ) gra ) =N .
Se ora scomponiamo le (3,2) nelle quattro componenti, posto:
q
ZIr,l22 Rim@ri = Ag g = g(;
_ 72
—271—2 2,Q:( g ~>B(e 73

potremmo scrivere il sistema equivalente:
(3,4) A7+ 2B(@g+r=o0.

Per la costruzione numerica delle matrici A e B (¢) si confronti [5].
Notiamo che dalla (3,3) si deduce che 'autovalore —\’ cercato & anche
'autovalore minimo della matrice A + A’ B (g).
Pil1 precisamente possiamo formulare il problema come segue: conside-
riamo ’equazione

(3,5 [A+2B(Alg+r=0 ArA=1lu [pl=]g|=1
la (3,5) genera una corrispondenza univoca @ tra la variabili 7, 2 (| p] =1)
e le variabili A,¢ (J¢g|=1)
A=/(,9)

(3,6) _

‘ g=u(n,p).
Il nostro problema & la ricerca del punto unito delle (3,6)
@37 n=x p=gq.

(3) La matrice A + 1B (#) non & mai degenere, a meno che tutti i vettori »; siano tra
loro proporzionali, caso che escludiamo.
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Osserviamo che la (3,5) resta invariata cambiando di segno a p e a ¢, e cid
corrisponde al fatto che ¢ e —¢ rappresentano la stessa rotazione: possiamo
percio introdurre una limitazione su p e ¢ del tipo

Rep>o Reg>o.

In questo caso perd ¢ viene ad essere in corrispondenza biunivoca e continua
con la sua parte immaginaria.

Img =g R69=|/1—|9|2

ed altrettanto per p.
Possiamo percid interpretare la (3,6) come una corrispondenza uni-
voca tra

M, 0811 e ng(zl<1).

L'esistenza del punto unito di una tale trasformazione & provata dalle seguenti
osservazioni:

— La (3,6) ¢ una corrispondenza continua, perché autovalori ed auto-
vettori di una matrice dipendono con continuita dai coefficienti di una matrice

— La (3,6) trasforma un intervallo |7|< T (con T opportuno) in sé:
infatti &

IM<1gTAgl+(n] ¢ B(p)g]

¢ posto
a=Max|gt Ag| 6= Max|¢g* B(p)g]|
4 VY4
si ha
(3,8) M <a+[n]6.
Ma
b= l\ﬁlax I Re(Z; Q; (o7 P) gris D IIZ; | 7: P <
g
<Max % [Qprip| |QigriqlIZ: |7 P <1
b4
il segno di = vale solo nel caso che gli 7, siano tutti paralleli tra loro, percio

risulta & < 1.
Dalla (3,8) percid si ricava che, posto T = a (1 — )7,

|m|<T—>|A|<T.

-
La (3,6) & pertanto una trasformazione continua dell’insieme J (| 21<1,|n<T)
in sé¢ e poiché tale insieme & connesso, la (3,6) per il teorema di Tychonof
ammette almeno un punto unito.
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Notiamo che un qualsiasi valore di A, soluzione della (3,4), deve neces-
sariamente soddisfare la limitazione | A| < T, percid nel delimitare I'insieme
J non si rischia di perdere soluzioni.

Notiamo infine che, data la continuita delle (3,6), se una successione appros-
simante del tipo

[A+NB@)]gur1 +Mi1 001 = Ayt1 = Mmax

& convergente, allora converge ad una soluzione del problema (cio¢ ad un
punto unito delle (3,6)).
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