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SEZIONE I
(Matematica, meccanica, astronomia, geodesia e geofisica)

Matematica. — Un problema ai lim iti per sistemi di equazioni 
iperboliche quasi lineari alle derivate parziali. Nota (#) di L am berto  
C e s a r i, presentata dal Socio D. G r a f f i .

SUMMARY. •— The A uthor considers the general canonic form for quasi linear hyper
bolic systems with r +  i independent variables x yy 1}- - • , y rt with m unknow n functions 
z\ , • • •, zm, m easurable coefficients and Lipschitzian data, and proves a  new variant of the 
Cauchy problem for an  infinite slab o <  x  <  a, of small width a >  o. The A uthor proves 
tha t it is possible to assign m suitable linear combinations of the m unknowns on distinct 
planes x  — a% , o < a; < a, provided a is sufficiently small.

I . I l  s i s t e m a  e  i l  p r o b l e m a  a i  l i m i t i

Coi lavori ora classici di H . Lew y [7], O. Perron [9], J. Schauder [io ], 
K. O. Friedrichs [6], R. C ourant e P. L ax  [5] i problem i iperbolici quasi lineari 
e nonlineari ricevettero la loro im postazione m oderna, e si m ostrò che classi 
di problem i nonlineari possono essere ridotti a problem i quasi lineari. Noi 
prendiam o in considerazione qui la seguente forma canonica per sistemi iper
bolici quasi lineari:

2̂» * dz *
( 0  -§V +  >y , ( x , y ) e D ,  i =

dove x  , y  =  (y ± , • • •, y r) sono le r  +  1 variabili indipendenti, r j > i ,  dove 
z  =  z (x , y) =  (zx , • • •, zm) sono le m  funzioni incognite, e pik , f i  sono date 
funzioni in D X Em.

Noi assum iam o qui che D sia una regione illim itata, precisam ente uno 
strato  sottile D =  Ia x E r, l a =  [x \ o <  x  <  a\. Invece del solito problem a

(*) Pervenuta a ll’Accademia il 6 agosto 1973.
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di C auchy (con dati iniziali sull’iperpiano x  =  o), noi prendiam o in consi
derazione il problem a ai limiti seguenti, con dati su m  iperpiani x  =  aiy 
o <  <  a, i =  i , • • • ,m,  in generale distinti. (Non escludiamo che alcuni
dei num eri at possano coincidere).

I. Siano assegnati m  num eri ar , o <  <  a, t =  1 }- • ed m  fun
zioni (y), y  e E r, i — 1, • • - , m,  e sia proposto il problem a di determ inare 
una soluzione z (oc , y)  =  (z± ,• • •, zm), (x , y )  e l aX Er, del sistema (1) tale che

(2) Zi (?i > y)  =  i>i O ) , y  e Er, i =  i , • • •, m .

In  particolare, se a{ =  o, i  =  1 , • • •, m' , a{ =  a, i  =  +  1 , • • •, m,
o <  m r<  m,  le condizioni ai limiti (2) si riducono al problem a di assegnare m r 
delle funzioni z{ sull’ip e rp ian o . x  =  o, e le rim anenti funzioni 37 sull’ iper- 
piano x  =  a. Se a{ =  o, i =  1 ,• • •, m y allora il problem a (2) si riduce al 
problem a di Cauchy.

Noi considereremo anche il problem a alquanto più generale seguente:

IL Siano assegnati m  num eri a{ , o <  a{ <  a y i =  1 , • • • , m,  ed m2Jr m 
funzioni <]^(y) , cij ( y ) ì y  € Er, i , j  =  1 , • • ’, m ,  e sia proposto il problem a 
di determ inare una soluzione z (x , y)  =  (z± , • • •, zm), (x , y)  e la X E r, del 
sistema (1) tale che

m
(3) 2  */(«,•, j )  =  <KO) , y  e E r, * =  i , • • -, m .

J =  1

In  altre parole, noi richiediam o che m  combinazioni lineari distinte delle 
Zj abbiano valori assegnati su m  dati iperpiani x  =  .

Questo problem a II si riduce al problem a I quando [c^(y)~] è la m atrice 
identica [c#] =  [8,y], 8|V =  1, 8,y =  o per i=^=j, i , ]  =  1 ,• ••,»*. Noi con
sideriam o qui il problem a I in tu tta  la sua generalità, e il problem a II 
quando [V2y] è una m atrice « a diagonale principale dom inante ». Con questo 
intendiam o qui, per brevità, che esista un num ero g , o <  a <  1, tale che, 
p o s to : C ij ( y )  =  S,y  +  Cij (y),  si ha

m
(4) S I ?ij(y)\^a < 1 > y ej =1
Quando [V2y] è la m atrice identica, cioè per il problem a I, allora £y (ÿ)  — o, 
e possiamo prendere <7=0.

M ediante l’uso del teorem a del punto fisso di Banach noi abbiam o dim o
strato in [1] un  teorem a di esistenza, di unicità, e di dipendenza continua 
dai dati, per il problem a I, così come per il problem a più generale II nell’ipo
tesi (4). Enunciam o brevem ente il teorem a nel no. 2.

Il problem a di assegnare i valori delle m  funzioni z{ su m  iperpiani 
diversi (problem a I), o di m  loro combinazioni lineari su m  iperpiani diversi 
(problem a II), per sistemi iperbolici della generalità qui presa in considera
zione, è nuovo. T u ttav ia , il problem a I per sistemi di tipo molto particolare 
fu preso in considerazione da O. Niccoletti [8] nel 1897, e ripreso successiva
m ente da vari autori, m a sem pre per sistemi particolari.
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U n a generalizzazione di (i)  è la form a canonica di Schauder

m r  o. r 1

(5) 2 } A +  S pi*(x ’y  ( ^ j ) e D ,
i  — i , • • •, m  .

In  [2] noi abbiam o considerato i problem i ai limiti I e II per sistemi 
iperbolici della form a (5) e abbiam o dim ostrato un corrispondente teorem a 
di esistenza, di unicità, e di dipendenza continua dai dati.

L a form a canonica (5) appare, per esempio, in [io ], in [3, 4] e, per r  =  1, 
in [5]. In  [5] è anche dim ostrato che, per r =  1 e in ipotesi di regolarità, 
la form a (5) è riducibile alla forma (1), e il problem a di Cauchy è poi studiato 
per il sistem a (1) (per r — i e in una striscia sottile f x E 1) m ediante rid u 
zione ad equazioni integrali e relativo uso di trasform azioni che rappresentano 
una contrazione in uno spazio di Banach. Nel lavoro citato [5] vengono anche 
prese in considerazione forme modificate del problem a di Cauchy, come il 
problem a di assegnare i valori di m  combinazioni lineari delle funzioni inco
gnite Zj sulla stessa linea x  — o del piano xy,  oppure su una data  curva conti
nua F  passante per l’origine.

M. e S. C inquini (vedi, per esempio [ 3 , 4 ] )  hanno m ostrato recentem ente 
che anche senza ipotesi di regolarità e per ogni r  >  1, il problem a di Cauchy 
per il sistema (5) può essere studiato d irettam ente (senza riduzione alla form a (1)) 
m ediante l’uso del m etodo di approssim azioni successive di Tonelli. Di nuovo 
senza ipotesi di regolarità e per r >  1, noi abbiam o m ostrato in [1, 2] che il 
problem a di C auchy per il sistema (5), e così pure per il sistema (1), può 
essere studiato direttam ente m ediante l’uso di trasform azioni di contrazione 
e il teorem a del punto fisso di Banach.

2. E nunciato del teorema d i esistenza

Indicherem o con a0 > 0 ,  Q >  o costanti date, e con Iao, O gli intervalli 
L 0 =  [x I o <  *  <  a0] C E 1, Q =  [—  O , O f  C Em.

I l  te o re m a  d i e s is te n z a . Siano ?ik ( x , y , z) , f i ( x , y , *), i = i  
h =  i , • • - , r> funzioni definite in lao x  Er X O, misurabili in x  per ogni (y, z) 
e continue in (y  , z) per ogni x, ed esistano funzioni non negative m (x) , l(x), 
n (x ) > h (x ) > o < x  < a Qy m , i , n , l i £ U [ o , a 0\, tali che, per (oc, y , z) , ( x , y , z) e 
6 Lo X Er X O, z =  1 , • • •, m, k  =  i , • • •, r, si abbia

\pa(x , y  , z) \  < m ( x )  , \ fi  (x , y  , z) \ <  n (x) ,

lpi k ( x , y  , z)  —  p,- i (x, f  ,S)\  <  l i x )  [ \ y — ÿ  \ +  \ z  —  z |] ,

I f ;  (x , y  , z ) — f i (x , ÿ  , z)  I <  lr(x) [ \ y — ÿ \ + \ z  —  S\] .

Stano y  e JLr, t , j  =  1, , m, date funzioni ed esistano costanti
O <  cr<  i , T, A >  o tali che per tutti g li y  , ÿ  e Er, i — ■ ■ ,m , valga la
(4) e si abbia

k ÿ O O I ^ r  , I Cìj (y)  —  Cfj ( j7 )  I <  A 14/ — ÿ  | .
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Siano y  y i  =  1 , • • *, m, date funzioni continue in Rr, ed esistano
costanti co0 , A0 >  o tali che, per tutti g li y , ÿ  e E r, i  =  1 , • • •, m, si abbia

tù0 < ( i — C 7 ) ü  , l L ' 0 ) l < “ o , \ ^ i { y )  —  ^ i { ÿ ) \ < S 0 \ y - - ÿ \ .

Allora esistono una costante Q >  o ed un numero a, o <  a <  a0, tali cheì 
comunque siano assegnati i  numeri a{ , o <  a{ <  a, i  =  1, • • - , m, esistono m 
funzioni z  (x , y)  =  (z± , • • • , z j ,  (x , y) =  (x , y 1 , • • • , y r) e laX Er, continue 
in Ia X Er, assolutamente continue in x  per ogni y , tali che, tó /z  gli
(x  » jO > (* > j7) 6 L  X E r, 2* =  i , • • •, w, sz

I *,•(*, I :< Q , |*v(* ,a )  —  #,■(* , ÿ) I <  Q \ y —  ÿ  I ,

e le funzioni z{ soddisfano le condizioni ai lim iti (3) ovunque in Rf e le equa
zioni differenziali (1) quasi dappertutto in \a X Rr.

U n a dim ostrazione di questo teorem a di esistenza è data  in [1] insieme 
con stime del valore di a , o <  a <  a0, che dipendono soltanto dalle co
stan ti CD0 , Q , < 7 , A , r , A 0 , e dalle funzioni date m , n , / ,  4 . In  [1] dim o
striam o altresì che la soluzione z  (x , y)  =  (z1 , • • •, #w) del problem a di cui 
sopra è unica nella classe indicata in [1], e dipende da =  (<Jq , • • - , 4 0
con continuità. In  [2] dim ostriam o anche un teorem a analogo per il sistema (5). 
In  altri lavori si m ostrerà come i risultati di Niccoletti e quelli di altri autori 
circa il problem a I siano casi particolari della presente ricerca. Si m ostrerà 
altresì che il teorem a di cui sopra può non essere valido quando la condi
zione (4) non è soddisfatta.
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