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Algebra. — Sur wune extension du lemme de Green. Nota di
Jean—CrLauDpE ANSCOMBRE, presentata @ dal Socio B. SEGRrE.

RIASSUNTO. — Si introduce un’estensione della nozione d’equivalenza di Green, e di
essa si studiano varie proprieta. L’applicazione al caso particolare del semi-gruppo degli endo-
morfismi di un’algebra astratta (nel senso di G. Birkhoff) & = (A, §), fa apparire 'interesse
di considerare questo semi-gruppo come un sotto-semi-gruppo del semi-gruppo delle appli-
cazioni di A in A; e cid permette di caratterizzare i gruppi di Schutzenberger associati ad alcune
classi di equivalenza.

1. RAPPELS

1.1. Egquivalences de Green.

Etant donné un semi-groupe D quelconque, les équivalences de Green
R et £ attachées & D sont définies de la fagcon suivante:

akbe=|a) =16) ; aSbe=(a] = (0]
définitions dans lesquelles:
|@) =ayuaD ; (a]l=ayuDa

i.e. les idéaux principaux respectivement a droite et & gauche engendrés par
a élément de D. On pose en outre:

=R NL | D=Sup(R,6).

On montre alors que: K et £ sont deux équivalences de D : R est réguliére
a gauche, . est réguliére a droite, et D = K< (d.e. K et L commutent). De plus,
R et L satisfont le lemme de Green (cfr. § 2 pour 1’énoncé de ce lemme).

1.2. Une premiére généralisation des équivalences de Green.

Suivant une idée de M. Crestey, on peut donner & la théorie des équiva-
lences de Green l'aspect plus général suivant:

Soient: E un ensemble quelconque, I' et A deux familles d’applications
de E dans E possédant les propriétés suivantes:

(i) I' et A sont stables pour la composition des applications;
(i) L’application identique ¢ appartient a A et a I}
(i) (V3 e A)(Vyel), v = dy.

On introduit alors les relations de Green & et £ par:

ahb=Na=Ab ; abe=Ta=T6.

(*) Nella seduta del 15 dicembre 1973.
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On pose en outre: L =2 N&K,D = Sup (&K, £). On peut alors montrer que:
R et © sont deux equivalences de E : R est U'—régulitre, L est A—rvégulitrve, et
D = RL. De plus, R et L satisfont encore le lemme de Green.

2. GENERALISATION DES NOTIONS PRECEDENTES

2.1. Lemme de Green généralisé

Nous nous proposons maintenant d’introduire une définition plus générale
des équivalences de Green, telle que les deux définitions précédemment données
apparaissent comme des cas particuliers de cette définition générale.

Pour ce faire, nous considérons deux ensembles E et F tels que E C F.
Nous allons définir les relations de Green généralisées sur E.

DEFINITION 2.1.1. FEtant donnés deux ensembles E et F tels que E C T,
nous appellerons opérateurs de Green de E deux ensembles A et I' d’applications
de ¥ dans F, satisfaisant aux conditions suivantes:

(1) A et I sont stables pour la composition des applications;

(i) L'application identique = appartient & A et a T,

(iii) (V8 e A) (Vyel) 3y = v3;

(iv) (Va€eF) (V3e€A) (Vyel) s/ a€E, si 3a€E et s ya€E, alors
dva € E.

Remarquons que, contrairement aux cas précédents, les opérateurs de
A et de I'" n’appliquent pas en général E dans E. Dans le cas particulier ou
E = F, la définition donnée ci—-dessus se confond avec celle donnée en 1.2.

DEFINITION 2.1.2. Nous appellerons relations de Green généralisées sur
E les deux relations R et & définies sur E comme sust:

(Va€eE) V6€eE): aRbe=>Aa =70 ; a'be=Ta=Tb

Nous poserons en outre:

H=&NL ; D=Supy@R, ).

PROPOSITION 2.1.3. X, 8,2, D sont des équivalences de E. Si aRé,
sty € I' est tel que ya € E et vb € E, alors yakyb (on a une propriété analogue
pour £). De plus, R et L sont permutables, i.e. D = R = LR,

On peut alors montrer que & , £, I posseédent la propriété remarquable
suivante, en tous points analogue a la version classique du lemme de Green:

PROPOSITION 2.1.4 (Lemme de Green généralisé). Soient a et b deux éle-
ments de E. Si aRb (resp. ab), alors il existe deux bijections réciproques 51
application de (@) sur $(6) (resp. Y1 application de K (@) sur K (8)) et 8 appli-
cation de £ (6) sur £ (a) (resp. Ys application de K (6) sur K (a)) telles que S{a = b
(resp. Y1 a = b) et 86 = a (resp. Y3 6 = a). Ces bijections respectent K (resp.
Q), et par suite Sy (resp. Y1) applique bijectivement toute N—classe contenue dans
L(a) (resp. RK(a)) sur une N—classe contenue dans () (resp. & (b)).



652 Lincei — Rend. Sc. fis. mat. e nat. — Vol. LV — dicembre 1973

On a immédiatement les corollaires suivants:

COROLLAIRE 2.1.5. S7 @ et b sont des éléments de E tels que aRb (resp. alb),
alors:

Card [i(a)] = Card [X(5)].
COROLLAIRE 2.1.6. S7 a et b, éléments de B, sont tels que adDb, alors:
Card [# ()] = Card [t (5)].

On remarquera I’analogie avec I’expression classique du lemme de Green
et de ses corollaires immédiats.

L’analogie ne s’arréte d’ailleurs pas la: 4 'aide du lemme de Green gé-
néralisé, on peut étendre un grand nombre de propriétés qui reposaient sur
le lemme de Green habituel, i.e. celui défini en 1.2. Nous allons voir, entre
autres, que 'on peut encore parler de groupes de Schutzenberger dans le cas
des équivalences de Green généralisées.

2.2.  Groupes de Schutzenberger associés aux N—classes.

Nous nous placons toujours dans le cadre des hypothéses du paragraphe
précédent, & savoir celui des relations de Green généralisées.
Etant donnée A partie de E, nous considérerons:

Ay ={3€A:3ACA} (resp. I'y, = {yel:yACA});

A, (resp. I'y) est un sous-demi-groupe de A (resp. de I'). Nous poserons:
8= 3| A, pour tout 8 de A4, avec une définition analogue pour I',. Parti-
cularisons A en prenant une J(—classe de E, que nous noterons H, et désignons
par L et R respectivement les ¢—classe et fi—classe contenant H. Posons enfin:

Au={5,3€Ay} : Tu=/{¥,yely).
On montre alors que:

PROPOSITION 2.2.1. Ay (resp. Tw) est un groupe, appelé groupe de Schut-
zenberger de H 4 droite (resp. a gauche).

De plus, ces groupes de Schutzenberger associés aus I(—classes possédent
un certain nombre de propriétés remarquables:

PROPOSITION 2.2.2. Ay (resp. T'y) est simplement transitif.

PROPOSITION 2.2. 3. Ay = Ty (ZH et Ty sont antimor phes).

PROPOSITION 2.2.4. Les deux groupes de Schutzenberger Ay et Ay, associés
a deux N—classes H et H' contenues dans la méme R—classe sont isomor phes.

On a un énoncé analogue pour les deux groupes de Schutzenberger I'y
et I'ir contenues dans la méme 9—classe.

COROLLARIE 2.2.5. A deux N—classes contenues dans une méme D—classe
correspondent des groupes de Schutzenberger & droite (resp. & gauche) isomorphes.
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3. ‘APPLICATION AU CAS DES DEMI-GROUPES

Dans tout ce qui suit, nous prendrons comme ensemble E, un sous—demi—
groupe D d’un demi-groupe D*: D" jouera alors le role de F. Nous prendrons
pour A et I' deux ensembles de translations respectivement 4 droite et & gauche
par des éléments de D*, et tels qu’ils satisfassent les conditions 1), (i), (iii),
(iv). Nous appellerons de plus Ag et I'y les ensembles des translations respec-
tivement a droite et & gauche par les éléments de D, R¢ et Lo les relations de
Green associées.

Rappelons que pour toute translation 4 droite 8 et toute translation 3
gauche y (par des éléments de D) on a:

Y8 = ¥,
(Va € D*) (Vb € D*) 3 (ab) = a(35),
(Va € D*) (V6 € D*) y(ab) = (ya) b.

3.1.  Propriétés multiplicatives.

PROPOSITION 3.1.1. (généralisation du théoréme de Clifford-Miller).
Soient a€D et b€ D: pour que ab € K (a) N () il faut et il suffit que K (5) N L(a)
contienne un idempotent. Alors:

all(6) = W (a) b = X (a) X (6) = I (ab).

La Proposition 3.1.1. nous permet de caractériser les J—classes contenant
un indempotent.

PROPOSITION 3.1.2. Toute H—classe contenant un idempotent est un sous—
groupe de D. Clest un sous—groupe maximal si Ao C A, Ty C T .

COROLLAIRE 3.1.3. Soit a€D et b€D: pour que ab€R(a) L), i
Jaut et il suffit que K (6) O L (a) soit un sous-groupe de D.

Examinons encore quelques propriétés multiplicatives.

PROPOSITION 3.1.4. Soient a€D, o' €D, beD, 6'€D tels que: ala' et
bRE' . Alors: abda'd'.

PROPOSITION 3.1.5. Pour tout a€D et pour tout beD, ¢ (a) R (6)CD (ab).
S7 &(a) N R(6) contient un idempotent, alors I'égalité a lieun.

Dans le cas particulier des demi-groupes, on peut préciser les propriétés
des groupes de Schutzenberger associés aux H-classes.

3.2. Groupes de Schutzenberger.

PROPOSITION 3.2.1.  Pour une M—classe H contenant un idempotent, le
groupe de Schutzenberger a gauche associé a H est le groupe des translations &
gauche de H, et de plus: Ty~ H < Ay.
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COROLLAIRE 3.2.2. Deux sous—groupes W (e) et W' (¢") compris dans une
méme D—classe sont isomorphes.

Ce corollaire découle immédiatement des propositions 2.2.5 et 3.2.I.

3.3. Eléments réguliers et éléments pseudo—réguliers.

Rappelons qu’un élément a d’un demi-groupe S est régulier au sens de
von Neumann s’il existe @' € S tel que: ¢ a'a = a.

Nous allons étudier dans ce paragraphe une autre définition des éléments
réguliers, faisant intervenir les opérateurs de Green tels que nous les avons
définis.

DEFINITION 3.3.1. Un élément a de D sera pseudo—régulier s'il existe un
élément a' de D tel que: aa' a = a(I).

Remarquons que tout élément régulier au sens de von Neumann est pseudo—
régulier. Si 'on fait 'hypothése supplémentaire que Ag C A, T'y C T, on peut
caractériser les éléments pseudo-réguliers de fagon treés précise.

PROPOSITION 3.3.2. S7 Ao C A, Ty C T, alors: pour qu'un élément a de
D soit pseudo—régulier, il faut et il suffit que sa R—classe et sa {—classe contien-
nent chacune wun idempotent.

Le corollaire ci-aprés caractérise les éléments réguliers de D:

COROLLAIRE 3.3.3. S7 Ao C A, I'o C I, alors a est régulier si et seulement
$’4l est pseudo—régulier.

Nous verrons une application de ce corollaire lorsque nous examinerons le
cas particulier du semi-groupe des endomorphismes d’une algébre universelle.

COROLLAIRE 3.3.4. Pour que a, élément de D, soit régulier (au sens de von
Neumann), il faut et il suffit gi'il existe a' élément de D, tel que a a' a ¥y a.
C’est I'application du corollaire précédent au cas particulier A = A,

I'=T,.

3.4. Inverses généralisés.

Rappelons que les éléments @ et &' de D sont dits inverses généralisés
si 'on a: ad’'a=a;a ad = a'.

On a alors la proposition suivante:

PROPOSITION 3.4.1. Sz AgC A, T'6C T, et si aet o, éléments de D, sont
inverses généralisés, chacune des deux N—classes L(a) N RK(a") et L(a") N R (@)
est un sous-groupe maximal d'élément neutre ¢ = aa' et f=a' a respectivement.

La proposition suivante permet de localiser les inverses généralisés d’un
élément a de D, lorsqu’ils existent.

PROPOSITION 3.4.2. S7 wun élément a de D est tel que sa R—classe contienne
un idempotent e, et sa &—classe un idempotent f, alors a posséde un inverse géné-
ralisé a' dans 8(e) NHK(f) et a' est unique dans L(e) N R(f).
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En faisant A = Ag, I'=T, et en combinant la Proposition 3.3.2. et la
proposition 3.4.2., on obtient la propriété bien connue:

COROLLAIRE 3.4.3. Zout élément régulier posséde au moins un inverse
généralisé.

En conclusion, il semble bien que toutes les propriétés d'un demigroupe
reposant sur le lemme de Green soient susceptibles d’etre étendues a l'aide
du lemme de Green généralisé.

4. CAS PARTICULIER DU DEMI-GROUPE DES ENDOMORPHISMES
D’UNE ALGEBRE ABSTRAITE

4.1. Rappels sur les algébres abstraites.

Si U =(A,F) et U = (A,§') sont deux algebres abstraites de méme
type, une application n de A dans A’ sera un Jomomorphisme de 2 dans

', si, pour toute f de § & 7 variables, et pour tout z-uplet (%1, %, , x,)
de A”, on a

7)f<9‘1 y gyt ';xn> =f(7)x1 y NXa "y "]xn>

Un endomor phisme de ™ sera un homomorphisme de 9 dans . Nous dési-
gnerons par H (), le semi-groupe des endomorphismes de . Si % est un
homomorphisme de 2 dans ', I'image S, de A par w sera définie par

S,={yed :Axr e )y = nx};

S, est une sous-algebre de AU'. A I'image S, de 7, on fait correspondre duale-
ment sa congruence nucléaire 9, , définie par

(x =y () == (nx = 1Y) .

4.2. Opérateurs de Green et relations de Green généralisées.

Considérons I'ensemble des applications de A dans A: c’est un demi-
groupe D(A); H(U) est un sous—demi-groupe de D (A).

Définissons deux ensembles A et I' d’opérateurs de Green pour D (A).

Pour ce faire, considérons les deux ensembles des translations respecti-

vement & droite et & gauche par les éléments de D(A); on a la proposition
suivante:

PROPOSITION 4.2.1.  Soit U = (A, §) une algebre abstraite, H(A) le
demi-groupe des endomorphismes de ™, D(A) le demi-groupe des applica-
tions de A dans A. L'ensemble des translations respectivement & droite et &
gauche par D (A) constitue un couple de Green pour H ().

Cherchons & caractériser alors les équivalences de Green généralisées asso-
ciées a ce couple d’opérateurs.

44, — RENDICONTI 1973, Vol. LV, fasc. 6.
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PROPOSITION 4.2.2. Sur H(), on a:
1Hole= | =8 ; 1%lesO|=(E]
NRE =S, =S¢ ;o = N, = 9.

De I'étude générale, on déduit que & et & commutent, et que d’autre part elles
vérifient le lemme de Green généralisé ainsi que ses conséquences; entre autres:

PROPOSITION 4.2.3. Un endomorphisme v de % est régulier si et seule-
ment s'il existe un endomorphisme & de U tel que:

Sugn = Sy 5 Ny = 9L,

PROPOSITION 4.2.4.
YOy =90

avec (MeP)e= (Ao e Q) =9 ), (med)e= (o e Q) S, =S,). ¢ et

¢'" sont donc respectivement I’ensemble des vectoriels a4 droite et I’ensemble
des vectoriels & gauche.

PROPOSITION 4.2.5. Pour que % appartienne a K () N\L (L), i faut et

il supfit que:
O, S =8[S: ; 9, (S =Al.

COROLLAIRE 4.2.6. Pour que 1§ soit un automorphisme de A, il faut et
il suffit que v soit surjectif, & injectsf, et que I'on ait:

Ny(Se) =AU 5 9y |Sg=8]5.
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