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Analisi matematica. —  Problema al contorno misto per equazioni 
ellittiche di tipo variazionale su insiemi non lim itati U  N ota (**) di 
G ianfranco Bottaro, presenta ta  dal Corrisp. G. Stampacchia.

Summary. — I prove a theorem of existence and uniqueness for solutions of mixed 
boundary value problems for linear second order elliptic partial differential equations in 
divergence form with discontinuous coefficients.

I n t r o d u z io n e

Scopo del presente lavoro è studiare resistenza e l ’unicità per problem i 
al contorno m isti per equazioni ellittiche di tipo variazionale. Nel caso di 
dominio lim itato il teorem a di esistenza e unicità è stato provato in [3], 
qui vogliamo ritrovare lo stesso risultato  nel caso di dominio non limitato.

Sia O aperto di R n, a frontiera lipschitziana uniform em ente regolare 
(cfr. [2]), che goda della proprietà di cono; sia H 1(ü )  lo spazio ottenuto com­
pletando rispetto alla norm a

(o *0 =  +  ÌI^IIl2(Q)}/

ove

(°-2) II^IIl2(Q) == I I^ J Il2(Q)

il sottospazio delle funzioni di C1 (O) per le quali il secondo m em bro di (0.1) 
riesce finito.

Sia r o un sottinsieme chiuso di 30  e sia =  30  \  r o.
Sia V  il sottospazio chiuso di H 1 (O) così definito:

(0.3) V  — {u  e H 1 (O) : u — o su r o nel senso di H 1 (O )} .

Consideriam o la seguente forma bilineare su V X V:

(0.4) b ( u , v) = E  (%  :ij—1 I  i f  t>i ux{ +  tu j+  dj U) V +  \ L  bi ux.-\- cu \ v \  dx  +

+  f g  uv da
r x

(*) Lavoro eseguito nell’ambito del «Centro di Matematica e Fisica Teorica» del 
C.N.R. presso FUniversità di Genova.

(**) Pervenuta all’Accademia il 1° ottobre 1973.
(1) Naturalmente nell’ultimo integrale u e v rappresentano le tracce di u e v su T\,



188 Lincei -  Rend. Sc. fis. mat. e nat. -  Vol. LV -  Ferie 1973

ove

(0 .5 )

n

v 15 12 <  &ij v >  o , ÌL e R ” per q.o. x  e Q.
<>'=1

aiJe V ° ( S l ) ( i J =  i b{ , 4. e L ” (O) , ( / = i , . . . , » )

r e iA 2 (Ü) +  L°° (Q) , #  e L”“ 1 ( I \ )  +  L°° ( I \) .

Consideriamo il 

(0.6)

seguente problem a

[ b ( u , v ) =  (G ,v )  
i u e V

per ogni v € V

ove

(o-7)

essendo

(0.8)

(G , v) =  j  f v  dx  +  21 J  f i  vx. dx  +  j  hv de
à Q Ti

2 n

/  e L  (O) +  L  B+2 (fi) , f i  e L2 (O) ( * = i , • • . , » )

2 2
Ä e L ^ c r o + L 2 ( i \ ) .

T ale problem a, come già osservato in [3], traduce in forma variazionale 
per equazioni ellittiche a coefficienti discontinui il problem a al contorno misto.

i . A l c u n i l e m m i

Ci occorre estendere alle funzioni di V  alcuni lemmi provati in [1] e [5] 
per le funzioni di H j (Q).

Innanzitu tto  proviam o il

Lem m a i . i .  Sia  T  : R  -> R  una funzione uniformemente lipschitziana 
tale che T  (o) =  o , tT  (t) >  o per ogni t e  R.

Se u E V, allora To u e V . Inoltre se la derivata T ' di T  è continua eccetto 
al p iù  un numero finito d i pun ti, allora'.

0--0  (J °u )Xi=  ( J '0 u) ux.

nel senso delle distribuzioni, ove il secondo membro deve intendersi nullo ove 
T ' non è definito.

Dimostrazione. Proverem o soltanto la prim a parte  dell’asserzione in 
quanto  la dim ostrazione della ( i . i )  non differisce da quella esposta in [5], 
salvo poche varianti: c’è solo da osservare che per passare dal caso di Q limi­
tato  a quello di Q non limitato, si può utilizzare una successione di funzioni 
a supporto com patto approssim ante u in H 1 (£2).
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Sia {u n}wgN una successione di C1 (£2) n  H1 (Q) convergente ad u nella
norm a (0.1), un (x) >  o se x e F 0. A llora T o ' ^ e H 1 (Û): infatti se L  è la 
costante di L ipschitz di T  si ha:

in cui T 'o u n è posto per definizione nullo ove T ' non è definito.
La (1,3) si può verificare così: sia 9 e CS° (£2) e sia Do un aperto 

relativam ente com patto contenente il supporto di 9. Sia K • == {x  6 supp 9 : 
(T o un) (x) — tj} ( j  =  i , • • •, k) ove tx , • • •, tk sono i punti in cui T  non è 
derivabile, allora K, è com patto ed esiste un sottoinsieme aperto Qy di Q0 
con le proprietà che KyCOy.  Sia allora >* * •> una partizione del-

k
l’unità relativa a supp 9, con supp <|a C Oy , supp C Q0\  u  Ky, allora

(1.2)

( 1 . 3 )  ( T o  U „ ) x - =  ( T 0 ( U n) x t ( * =  I

Q Q

=  (T '° u») 0 0 *,- <k) 9 àx +  2  / [(T'o u„) (u„)x. cp] dx  +
i

k
f

k
ö o \  U K7=1 J

k
fì0\  U K .

s — 1

facendo una integrazione per parti. 
Ne seg u e ,

Q Q
(14 )
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L a (1.2) e la (1.4) provano appunto che T o ^ e H 1 (Ü), non solo, m a 
poiché le unì essendo convergenti, hanno norme uniform em ente lim itate in 
H 1 (O), le stesse (1.2) e (1.4) m ostrano che To un formano un sottinsieme 
relativam ente debolm ente com patto di H 1 (Q). Inoltre si ha anche

0 -5) ! |T ° ^  —  T o ^ ||l2(Q)<  L \\un —  « | |L2(Q)

che afferma la convergenza di T o ^ B a T o ^  in L 2 (£2).
Perciò esiste una sottosuccessione {T o^ } di { T o ^ } #gN debolm ente 

convergente in H 1 (O), che, per l’unicità del limite convefge in L 2 (O) a T o^ . 
Poiché H 1 (fi) è riflessivo, esiste per il teorem a di B anach-Sacks una succes­
sione di medie convesse di T ounp che converge a T o ^  nella topologia della 
norm a. Poiché le medie convesse non alterano il segno delle funzioni si ha 
T o ^  >  o su r 0 nel senso di H 1(0 ). Poiché il discorso si ripete per una suc­
cessione un tale che un <  o su T0 si deduce che To u e V  per definizione.

Lem m a 1.2. Sia  f  e l f i  (£i) } u e V . Allora fissato ^ e R + , è possibile 
determinare , • • •, Qr sottinsiemi misurabili disgiunti d i fi ed u± , • • - , ur 
elementi di V,  tali che

(1.6)

fi-7)
(1.8)

(1-9)

(1.10)

(1.11)

\ \ f \ \ i JP(,Qs ) =  a  s = i , - - , r —  I H / H l / ( O r ) —  a

{ x  e  Ü  : ( « , ) *  ( x )  0 } C  O , s =  i  , • * - , r

^  2 
U U S >  U s S =  I , • - - , r

u x  =  ( « 0 *  i n S =  I r . , 9 r

( « H ----------- (- « , ) *  U s =  u x u s s  =  i  r • - , r

~f~ ’ * * ==: U ,

Inoltre si ha

0-12) r < ( a - 1 \\f\\hi, ^ p +  i .

L a dim ostrazione salvo ovvie varianti che utilizzano il presente Lem m a 
i . i . ,  è la stessa del Lem m a 1.3 di [1].

R icordiam o infine i seguenti risultati della teoria degli spazi di Sobolev 
(vedi ad esempio [2] e [4]).

LEMMA 1.3. Sia  Q aperto di R ” a frontiera lipschitziana uniformemente 
regolare, che goda della proprietà d i cono.

Sia u e H 1 (O) risulta

f i - 13) IM Il^ q) ^ 7) IMIhi (Q)
I I Iove — —------— ed 7) è una costante dipendente solo da n.

Se con u indichiamo anche la traccia di u sulla frontiera si ha
2 n —2

u e L  ”~2 (SQ) n  L2(3Ü).
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2. T eo rem a  d i  e s is t e n z a  e  u n ic it à

Siamo ora in grado di provare la seguente valutazione a priori. 

TEOREMA 2.1. Se oltre alle ipotesi ammesse nella introduzione vale

( 2 - 0  ' j" ( ß l  di Op)*,- +  «P j  àx + j g < p d x > K  I  (p dx
à r, Q

ove K  >  o, e 9 e C1 (O) 9 >  o , 9 =  o su F0 , 9  =  (p± (p2 con 9 i , 92 G H 1 (Q), 
allora se ft e V  verifica la (0.6) si ha

(2.2)

essendo

(2-3) ^  — j l l /  IIl2(Q) +  il f  lìh^+VfQ) +  À  ll/«lll.3fßv+*=1

ove

(2.4)

(2-5)

2»
/ = / ' + / " ,  / '  e L2 (£2) , /"  e L »+*(«),

2n—2
h = h '  +  k"  , h  eL » (3Û) , A"eL2(aO) 

oc =  m in (K  , v)

yr  <
U I K i C "

definito nel Lemma  1.3.

■dA
1/2

+  i .
V\Qy

Dimostrazione
I l  \ 1/2

. Poiché — d i f \  e L fl((ì), fissato a =  —— si pos-2 7] r
sono costruire &! , • • • ,  f ìr sottinsiem i di O  e % , - • * > %  funzioni di V  che 
soddisfano a tu tte  le proprietà espresse nel Lem m a 1.2.

Ponendo nella (0.6) v =  us (s =  1 ,• • - , r) otteniam o le relazioni seguenti 
(ove si utilizzano (1.7), (1.8), (1.9), (1.10)):

+ J  hus daf u s dx +  N  [f i  (us) dx
.1 i = 1 J 'Q Q

= !  [ JC (ay u*ì + dj ti) (u X j  H ' IX bi ux. + cuj us j dx +
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+  I guus da =  I I 2  a{j u (us) +  ( f i — dt) ux.us +
J J LV = l * 3 i=l ■ *r x Q

+  2  di (uu^)x. +  cuus j dx  j guus da >

> j  [  J ]  ah «>*,• « >  Xj +  2  (bi —  d,) (us)Xi us] dx  +

+  2  I l i  & - 4 ) (ut) us dx +  K f \ u s \2 dx.  
1 J i = 1 ! ./

Qç Ci

Dalla diseguaglianza di H ôlder si deduce che

v IIKXIIl^q) +  K \\us fh2m  <  7)

s —1

Segue allora

(Q )  ■

n \

2 l < W , - | 2
*■ = 1 /

(n \  1/2

g l ^ - 412) Il (Us)xIIl2(Q) IlUsIIĥ (Q) ~d~

1/2

L*(ß,)
Il (%X'ÌIl2(Q) Il ̂  Uh1 (Q) +  ® Il Uh1 (Q) *

a IÎ Hĥ q) — 2 II IIh1 (O) + 2 ^  II(̂ )̂ IIl2(Q) IKIIh1̂ ) ® IKIIĥ q)
e ancora

(2-7) I|^||hi(Q)<  -  ® +  2  II«/IUq>^ (2' ~  I) -  ® =  —
J—1

"(ß) — oc ~ 1 ^

L a (2.7) è valida per ogni ^ =  1 , • • - , r  e quindi per la (1.7)

« t r iH V Q )  2  I I ^ j IIh 1 ( Q )J = 1

TEOREMA 2.2. Nelle stesse ipotesi del Teorema (2.1) esiste una e una 
sola soluzione del problema (0.5).

Dimostrazione. Sia {x  e Q : \x\ <  m } . Sappiam o, come già osser­
vato in [3], che vale l’alternativa di Fredholm  per il problem a misto:

(2.8)
I b (u„,v)  =  I fi> dx  +  2  J  f i  vx. dx  + hv da

€ V,
rq n

m ^  ’  m

ove

(2.9) V m =  {u e H l(£ìM) \ u — o su 30ot\  ( I ^ n  O ot_i) nel senso di H 1(Dm)}.
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Dal Teorem a 2.1 segue allora l’unicità e quindi resistenza di una solu­
zione ume V m.

Verifichiamo facilmente che si può prolungare u in Q fuori di Qm come 
funzione nulla e che tale prolungam ento rim ane nello spazio V  ed ha perciò 
la stessa norm a. Infatti se u ^ e  , u m =  o su 9Qm\  ( ^ 0 0 ^ )  nel senso
di H X(£2J  esistono <p̂  6 C1 (Q„) n  H 1 (f ìm) , ^  =  o s u dQm\  ( I \  O Q « ,,) ,  <pk-+um 
in H 1 (Qw). Poiché S (o , m  +  i) \  S (o , m — i) e S (o , m — 1/2) costitui­
scono una copertura di Q.m) ad essa si può associare una partizione differen­
ziabile dell’unità , ^2 relativa ad Qm. Si ha cpÂ i|/2 € C1 (0 Jw._1/2) , (x ) =  o
per ogni x  e d£lm-ii2 \  (P iG iQ m_i)L allora tale funzione può essere prolungata 
definendola o in Ü fuori di Qw_i/2 così che <pk ̂ 2 e C1 (Q) ; cpk ̂  e C1 ( f l ^ \  Q,~{) n  
O Ho (Ow\  Ow_i) poiché cpÂ (x) =  o per ogni x e d  ( 0 ^ \  Ow_ x); allora esi­
stono Xkn 6 Cj ( ü m\  tali che \\Xkn — 9k i} <  iM  quindi
Xkn si possono prolungare come funzioni nulle fuori di

Ora y~kk +  9k ^2 e C1 (O) n  H 1 (Q) , (Xkk - f  <pÀ ^ 2) (x) =  o per ogni ^  e T0 u  
U (£2 \  Dw) , Xkk +  ^2 um irL H 1(DW) , Xkk +  ^2 sono di C auchy in
H 1 (Q) e quindi convergono all’estensione richiesta di um.

D al Teorem a (2.1) segue allora che

II«JIH1(Q) <  cost O

ove la costante a secondo m em bro non dipende da m.
A llora um è una successione relativam ente debolm ente com patta in V, 

quindi am m ette u n ’estra tta  debolm ente convergente in V. Poiché se v e V  : 
uv-> b (u ,v )  è un funzionale lineare continuo su V segue che tale lim ite è 
una soluzione del problem a (0.6). L a sua unicità segue dal Teorem a 2.1.

Osservazione. Come già nel caso del problem a di Dirichlet si può prendere 
il dato su To non omogeneo pu r di fare opportune ipotesi su tale dato che per­
m ettano di scrivere il problem a nella forma già considerata.

Poiché tali ipotesi sono già state esposte in [1] non le ripetiam o.
Notiam o ancora che come in [1] il Teorem a 2.2 perm ette di trovare dei 

m aggioranti per lo spettro.
L ’Osservazione 1.1 di [1] infine m ostra che anche qui l’ipotesi 2.1 non 

è elim inabile.

B ib l io g r a f ia

[1] G. F. Bottaro e M. E. Mar ina , Problema dì Dirichlet per equazioni ellittiche del 
tipo variazionale su insiemi non limitati, « Bollettino U.M.I. », 8, 46-56 (1973).

[2] F. E. Browder, On the spectral theory of elliptic differential operators. I, «Math. Annalen », 
142, 22-130 (1961).

[3] M. Chicco, Principio di massimo per soluzioni di problemi al contorno misti per equa­
zioni ellìttiche di tipo variazionale, «Bollettino U.M.I. », 3, 384-394 (1970).

[4] E. GAGLIARDO, Proprietà dì alcune classi di funzioni in più variabili, «Ricerche di 
Matematica», 7, 102-137 (1958).

[5] G. Stampacchia, Equations elliptiques du second ordre à coefficients discontinues (Sémi­
naire de Mathem. Sup.). Les presses de l’Université de Montreal 1966.


