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Analisi matematica. — Problema al contorno misto per equasion:
ellittiche di tipo variazionale su insiemi non limitati . Nota ©0 di
Gr1anrFrANCO Borraro, presentata dal Corrisp. G. STAMPACCHIA.

SUMMARY. — I prove a theorem of existence and uniqueness for solutions of mixed
boundary value problems for linear second order elliptic partial differential equations in
divergence form with discontinuous coefficients.

INTRODUZIONE

Scopo del presente lavoro ¢ studiare I'esistenza e I'unicitd per problemi
al contorno misti per equazioni ellittiche di tipo variazionale. Nel caso di
dominio limitato il teorema di esistenza e unicitd & stato provato in [3].
qui vogliamo ritrovare lo stesso risultato nel caso di dominio non limitato.

Sia  aperto di R", a frontiera lipschitziana uniformemente regolare
(cfr. [2]), che goda della proprieta di cono; sia H'(Q) lo spazio ottenuto com-
pletando rispetto alla norma

2 2 1/2
(0.1) 2l gy = {1122 gy + 11242 2 gy 1
ove
2 < 2
(0‘2> ” ux“]ﬂ(g) = z%i ” ux;“Lz(Q)

il sottospazio delle funzioni di C* (Q) per le quali il secondo membro di (0.1)
riesce finito.

Sia I’y un sottinsieme chiuso di 9Q e sia I} = 3Q \\ T,.
Sia V il sottospazio chiuso di H'(Q) cosi definito:

(03) V={ueH (Q): u=o0 su T, nel senso di H'(Q)}.

Consideriamo la seguente forma bilineare su V X V:

(0.4) o (u,v) = /[E (a;ju,, +d;u) v, + (E b; 0, + cu) v] dx
S Lig=1 ! 7 i=1 !
!

+/gzwdo- o

I,

(*) Lavoro eseguito nell'ambito del «Centro di Matematica e Fisica Teorica» del
C.N.R. presso I'Universitd di Genova.

(**) Pervenuta all’Accademia il 1° ottobre 1973.

(1) Naturalmente nell’ultimo integrale # e v rappresentano le tracce di # e » su IY.
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ove

(0.5) v|£]2£2aij§iﬁj, v>o0 , £€R"” per qo. x€Q

i7=1

a; €L Q) (@, j=1,-,n) &,d;€L"(Q), (=1,
ceL(@Q) +LY(Q) |, geL'(Iy) + LY.

Consideriamo il seguente problema

b(u,v) =(G,v) per ogni v€V
(06) { uwevV
ove
(0.7) (G,Z/>=/fvdx-{~z f,-z/xidx—f—/ﬁvdc
Q o T
essendo
2n

(0.8) FEL2(Q) L2 (Q) , fel?(Q) G=1, %)

2n—2

reL (T +LET)).

Tale problema, come gid osservato in [3], traduce in forma variazionale
per equazioni ellittiche a coefficienti discontinui il problema al contorno misto.

I. ALCUNI LEMMI

Ci occorre estendere alle funzioni di V alcuni lemmi provati in [1] e [5]
per le funzioni di Hj (Q).
Innanzitutto proviamo il

LEMMA 1.1. Sia T:R—R wuna funzione uniformemente lipschitziana
tale che T (0) = 0, tT (£) =0 per ogni ¢ €R.

Se we€V, allora Tou €V. Inoltre se la derivata T di T ¢ continua eccetto
al pite un numero fintto di punti, allora:

(1.1) ' (Tow),, = (T'ou) u, G=1, - n)

nel senso delle distribuzioni, ove il secondo membro deve intendersi nullo ove
T non é definito.

Dimostrazione.  Proveremo soltanto la prima parte dell’asserzione in
quanto la dimostrazione della (1.1) non differisce da quella esposta in [3],
salvo poche varianti: ¢’¢ solo da osservare che per passare dal caso di Q limi-
tato a quello di Q non limitato, si pud utilizzare una successione di funzioni
a supporto compatto approssimante # in H' (Q).
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Sia {#,}, y una successione di C'(Q) N H' (Q) convergente ad % nella
norma (0.1), #, (¥) >0 se x € [y. Allora Tox, € H' (Q): infatti se L & la
costante di Lipschitz di T si ha:

(1.2) n]Tounlzdx= |Tou,—T (o) dv < L2 nm,,ﬁdx
J | |
(1.3) (Tou,)., = (Touw,) (u,)., (=1, --,2)

in cui T'o#, & posto per definizione nullo ove T’ non ¢ definito.
La (1.3) si puo verificare cosi: sia ¢ € Cg’ () e sia Qp un aperto
relativamente compatto contenente il supporto di ¢. Sia K; = {x € supp ¢:

2\

(Tow,) (%) =2} (j=1,---,k) ove # ,---,%, sono i punti in cui T non &
derivabile, allora K, & compatto ed esiste un sottoinsieme aperto Q; di Q,
con le proprieta che K,;C Q;. Sia allora 4}0,&[/1, U una partizione del-

I'unitad relativa a supp ¢, con supp ¥, C Q;, supp ¥, C QO\ U K;, allora

/ (T'ot,) (1), dx -+ / (Tow,) ¢, dx =
o
f (T'o2,) (2., Yo @ dx +J§ [(T o2,) ()., ¥; 9] dv +
g

.,\UK 7

+f(Tou”) (do @), dx + }_, /(Toun) (¥ @), dx =

o\UK

= 3‘ / [(T'o2,) (2,)., 9; 0] dxx +

Q\K

£

+ 2. f(Toun— £) (b @), dx + X ;./@J o), i =

7=1 )
2 Q;
,kj ' -
== 24 ] [(TIO %ﬂ> (un>xi + (’ro U, — Zj) (q)j CP)xl] dr = o
12192.\ K;

facendo una integrazione per parti.
Ne segue,

~

(1.4) [1Tow)., P ar <12 [ ()., P de.
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La (1.2) e la (1.4) provano appunto che Toz, € H* (Q), non solo, ma
poiché le #,, essendo convergenti, hanno norme uniformemente limitate in
H'(Q), le stesse (1.2) e (1.4) mostrano che Tox, formano un sottinsieme
relativamente debolmente compatto di H' (Q). Inoltre si ha anche

(1:5) [Toat, —Toullzq <Llu,

@ = — ttl 2

che afferma la convergenza di Tou, a Tou in L2(Q).

Percio esiste una sottosuccessione {Toz, }  di {Toz,}, \ debolmente
convergente in H' (Q), che, per 'uniciti del limite converge in L2 (Q) a Toz.
Poiché H'(Q) ¢ riflessivo, esiste per il teorema di Banach-Sacks una succes-
sione di medie convesse di Tow, che converge a Toz nella topologia della
norma. Poiché le medie convesse non alterano il segno delle funzioni si ha
Tou >0 su I'y nel senso di H'(Q). Poiché il discorso si ripete per una suc-
cessione #, tale che #, <o su I'y si deduce che Toux € V per definizione.

LEMMA 1.2. Sia fel?(Q),u€eV. Allora fissato a€ Ry, & possibile
determinare Sy ,- - -, Q, sottinsiemi misurabili disgiunti di Q ed uy,---,u,
elementi di V, tali che

) Mflpgy=a  s=1,r—1 [ flpg,<a
(1.7) {x€Q:(u),(x)F=0}CQ, S= 1,0 +,7
(1.8) wn, = 1l S= I, 7
(1.9) u, = (u,), in £, S=1 00,7
(1.10) (g ++ ), 00, =10, u, S=1,-+,7

(1.11) g+ Fu,=un.
Inoltre si ha

(I.IZ) r < (a.—l ”f”Lﬁ(Q))p + L.

La dimostrazione salvo ovvie varianti che utilizzano il presente Lemma
I.1., & la stessa del Lemma 1.3 di [1].

Ricordiamo infine i seguenti risultati della teoria degli spazi di Sobolev
(vedi ad esempio [2] e [4]).

LEMMA 1.3. Sia Q aperto di R" a frontiera lipschitziana uniformemente
regolare, che goda della proprieta di cono.
Sia u € H (Q) risulta

(I'I3> ” u ”Lz*(g) < 1 ” u ”Hl(g)

1 I 1 \ .
ove —g = ———-ed N ¢ una costante dipendente solo da n.

Se con u indichiamo anche la traccia di w sulla frontiera si ha

2n—2

u €L "2 (5Q) N L2 (aQ).
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2. TEOREMA DI ESISTENZA E UNICITA

Siamo ora in grado di provare la seguente valutazione a priori.

TEOREMA 2.1. Se oltre alle ipotesi ammesse nella introdusione vale
(2.1) /(Zhﬁ@»+wﬂdx+/mﬂx2K/@dx
J \i=t ’ .
! I )

ove K>0,¢e geC'(Qo>0,9=0 su Iy, 0= ¢, 0, con o1, s € H (Q),
allora se u €V verifica la (0.6) si ha

(2.2) 2l gy < (27— 1) % )
essendo
(2.3) = {uf’niz(g) I ooy + 25 1fil2, +
, 12
-+ ”/l,”L(2n—2)/n(aQ) + ||/L”||L2<ag)}
ove
2n
(24> f:f’+fll ) fl€L2<Q> ) fNEL"+2(Q>’

2n—2

h=n"+k", Fel » Q) , A'el?(Q)

(2.5) a = min (K, v)
n 1/2 4
rs(i} (Z|b,.—d,.|2) ) +1.
i=1 L*(Q)

definito nel Lemma 1.3.

n 112
Dimostrazione. Poiché (Z Ib,-——a’,-}z) € L"(Q), fissato a = % si pos-
=1

sono costruire £;,---, Q, sottinsiemi di Q e #;,---, %, funzioni di V che
soddisfano a tutte le proprietd espresse nel Lemma 1.2.

Ponendo nella (0.6) v = #,(s = 1,--+,7) otteniamo le relazioni seguenti
(ove si utilizzano (1.7), (1.8), (1.9), (1.10)):

[fuI dx -+ i /ﬁ (u,)xi dx —l—/ﬁuJ do =
o I

=1
Q

=1

@ T
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+/gu%'“dc—/ I:Lauux (u>x +24(6 d‘)%"z‘u"'—i—
¥ . =1 '
N Q

+ E d; (un),, + cuu:] dx + f guu, do >
iZ1

/ [}4 a;y (o)., (05) %; + Z (b;—dy) ()., u,]dx °

27=1

+2] i( —d) ()., u, dx—}—K/[ul dx.
t=1 7=1

&,

Dalla diseguaglianza di Hélder si deduce che

n 1/2
(Zm—éﬂ
=1

sl(Ew—ar)”

v ”(Z‘:)x”iz Q + K ”%s”iz Q < " ”(u.&x”]dz(g ”%SHHI Q +
() (Q) ) Q)

L"(Qs)

”(”/)x”]ﬂ(g) ””:”HI(Q) + o ”u:”}ﬂ(g)'
L))

Segue allora
s—1
2 oL 2 o Q
*® ”us“H] Q) = 3 ”u:”Hl(Q) + > lzi “(uf)x”LZ(Q) ”%5“}11(9) _[_ o ”,%JHHI(Q)
€ ancora

@D i< 5 ®+Zwmm_@—n_@~ﬁ@

La (2.7) ¢ valida per ogni s = 1,---,7 e quindi per la (1.7)

WMQ_LMMW—@~n( ®).

TEOREMA 2.2. Nelle stesse ipotesi del Teorema (2.1) esiste una e una
sola solusione del problema (0.5).

Dimostrazione. Sia Q,,= {x € Q:|x| <m}. Sappiamo, come gii osser-
vato in [3], che vale l'alternativa di Fredholm per il problema misto:

2.5) Sb@im,”) [fﬂdx—i—z,/f,v dx—l—/ﬁvdc

© TNy,

( %, €V,

ove

(29) V,={neHY(Q,):u=0 suoQ,\(I1NQ,_;) nelsenso di HY(Q,)}.
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Dal Teorema 2.1 segue allora l'unicita e quindi I'esistenza di una solu-
zione #,,€V,,.

Verifichiamo facilmente che si pud prolungare # in Q fuori di Q,, come
funzione nulla e che tale prolungamento rimane nello spazio V ed ha percid
la stessa norma. Infatti se %, € H'(Q,), #,,= o su 2Q,\ (I' N Q,,_;) nel senso
di H'(Q,) esistono ¢, € C'(Q,) "H'(Q,) , 9, = 0 su 3Q,\ ([1NQ,,_1), 9>,
in H'(Q,). Poiché S(o,m + 1)\S(0,m—1) e¢ S(0,nm— 1/2) costitui-
scono una copertura di Q,,, ad essa si pud associare una partizione differen-
ziabile dell'unitd ¢y , ¢, relativa ad Q,,. Si ha ¢, §, €C' (Q,, 1), @z V2 (*) =0
per ogni x € 3Q,,_yo\ (I NQ,,_1): allora tale funzione pud essere prolungata
definendola o in Q fuori di Q,,_12 cosi che ;5 € C*(Q) ; @, 9, €CH(Q, N\ Q,,_1) N
N Hj(Q,\ Q,_1) poiché ¢, ¢, (¥) = o per ogni x €9 (Q,\ Q,_,); allora esi-
stono %y, € Cy (Q,\ Q,,_y), tali che |, — ¢, Ul N 0, < 1/% quindi
Xz Si possono prolungare come funzioni nulle fuori di Q,\ Q,,_;.

Ora Yu+ i 42 € CH(Q) NHY (Q), (Xus + 94 U) (1) = 0 per ogni x € Ty U
UQNQ,), Xy + @s e — 2, in HY(Q,), Xy + ¢, ¢, sono di Cauchy in
H' (Q) e quindi convergono all’estensione richiesta di Uy

Dal Teorema (2.1) segue allora che

llumllHl(g) < cost ®

ove la costante a secondo membro non dipende da .

Allora #,, ¢ una successione relativamente debolmente compatta in V,
quindi ammette un’estratta debolmente convergente in V. Poiché se v € V :
#+>b(u,v) ¢ un funzionale lineare continuo su V segue che tale limite &
una soluzione del problema (0.6). La sua unicitd segue dal Teorema 2.I.

Osservazione. Come gia nel caso del problema di Dirichlet si pud prendere
il dato su I'o non omogeneo pur di fare opportune ipotesi su tale dato che per-
mettano di scrivere il problema nella forma gid considerata.

Poiché tali ipotesi sono gia state esposte in [1] non le ripetiamo.

Notiamo ancora che come in [1] il Teorema 2.2 permette di trovare dei
maggioranti per lo spettro.

L’Osservazione 1.1 di [1] infine mostra che anche qui l'ipotesi 2.1 non
¢ eliminabile.
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