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Geometria. — S u ll’insieme di non coerenza di tin insieme ana- 
litico reale (*K Nota (**> di F ra n c e s c a  A c q u is ta p a c e ,  F a b r iz io  B r o g l i a  
e A lb e r to  T o g n o l i ,  presentata dal Corrisp. G. Z ap p a .

Summary. ■— In this short paper we show that the set of points in which a real 
analytic space is not coherent m ay be not analytic. (In [2] it is proved th a t it is always 
semianal ytic).

D ato un insieme analitico reale X definito in ricordiam o che un suo 
punto sudice di non coerenza se ivi il fascio 8X delle funzioni analitiche reali 
nulle su X non è coerente come n0  modulo, ove nO è il fascio delle funzioni 
analitiche reali su R".

Per un insieme analitico (definito da equazioni globali), Fensch in [1] ha 
dim ostrato che l’insieme dei punti di non coerenza ha codimensione almeno 2.

Vogliamo dare un esempio che m ostra come tale insieme possa non essere 
analitico.

Farem o uso a tal fine del seguente Lem m a (dim ostrato in [4], p. 209).

Lemma. S ia  X  uno spazio analitico reale, X x i l  germe individuato da X 
in x ed  Xx i l  suo comptessificato.

Se S x è irriducibile X è coerente nel punto x se, e solo se, è verificata la 
seguente condizione', esiste un intorno U di x in  X tale che 

(a) y  e U  => dim  Xy =  dim  X*
(ß) esiste un rappresentante X ' d i Xx tale che per ogni y  E U  i l  numero 

delle componenti irriducibili d i S y è uguale , a quello delle componenti irri
ducibili d i X ) .

p
Se X* =  U X* non è irriducibile, X e coerente se e solo se la condizione

i=l
è verificata per ogni X *.

Sia X l’ipersuperficie di R 4 definita dall’equazione 

( i ) 9 =  x3 —  x2, w z — w y2 =  o .

Le sezioni X^ di X con gli iperpiani di equazione z — c sono coni di ver
tice il punto ( 0 , 0 , 0 , ^ )  e di base la cubica di equazione

(2) x 3 — ex2 — y 2 =  o

del piano

(*) Lavoro eseguito nell’am bito del G.N.S.A.G.A. del C.N.R.
(**) Pervenuta all’Accademia il 3 agosto 1973.
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La cubica (2) ha un punto doppio nodale per c <  o, una cuspide per 
c — o, un punto doppio isolato per c >  o.

Quindi gli spazi analitici sono coerenti per c <  o mentre, se c >  o, 
X* ha come unico punto di non coerenza il vertice (o , o , o , c) (X, non è altro 
che F« ombrello di C artan  » vedi [3]).

Il luogo dei punti singolari di X si ottiene risolvendo il sistema

I ~ y ~  =  3   2  W Z X  —  O

dy
d(D
3W 
3<p 
3 z

2 zqy =  O

- x 2 z  —  y 2 — o

■ x ùw  =  o .

O tteniam o quindi

[ w  — o 

x  =  o  

A =  o

oppure
jy =  o 

# =  o .

Il luogo singolare è pertanto  il piano 7r di equazioni ) X
( y  =  0

7i n  X^ è per ogni c <  o la generatrice doppia di X* (quella che passa 
per il punto doppio di (2)), m entre per c >  o è la re tta  che costituisce il 
«manico» di X tf.

Ìx  — o 
y  =  o del piano 7u. 
w  =  o

Lo spazio X, che ha dimensione 3, contiene dunque un «m anico» di
l x  =  o

dimensione 2, precisam ente il sem ipiano ] y  =  o .
( # >  °

Cerchiamo di param etrizzare X. Consideriamo l ’insieme analitico com
plesso X di equazione (1) in C4 e le cubiche complesse di equazione (2). In 
dichiamo con X.c i coni relativi. U na  param etrizzazione per la cubica com
plessa (2) è data  da:

 ̂ x  =  t2 -\- c 

l y  — t (t2 +  c ) .

Per il cono X^ si ottiene quindi la param etrizzazione 

/ X — u (t2 -f- c)

< y  u t (t -j~ 4)
w  =  u  .
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Otteniam o infine per X la param etrizzazione

j x  =  u  (/2 +  c)

] y  — u t (t2, +  c)
(3) \ con param etri u , t , c .

(w  =  Il

z  — c

L ’esistenza della param etrizzazione prova che X è globalm ente irrid u 
cibile.

Dal punto di vista reale la (3) è una param etrizzazione dell’insieme dei 
punti di X in cui la dimensione è 3.

D obbiam o ora applicare il lemma a tu tti i punti di tu, che contiene gli 
eventuali punti di non coerenza.

T ram ite la param etrizzazione osserviamo che il germe X^ è irriducibile 
in tu tti i punti (o , o , o , c) dell’asse z, privato dell’origine, in quanto essi si 
ottengono per una e una sola scelta dei param etri.

Osserviamo inoltre che tu tti i punti del « manico », benché singolari per 
l’equazione (1), sono regolari per X; infatti intorno a ciascuno di essi l’iper
superficie si riduce ad un piano. Pertanto tu tti i punti di 7u del tipo (o , o , w  , c) 
eon c >  o, w  =j= o sono di coerenza per X.

Analogo discorso per i punti ( 0 , 0  , w , c )  con c <  o e w  =4= °, il germe è 
puram ente dimensionale e, se non è irriducibile (cosa che accade per c <  o), 
è unione di due componenti lisce e quindi coerenti. (Si ricordi che i punti di 
tu sono i punti delle generatrici doppie dei coni X,).

Restano da esam inare quindi solo i punti P  ̂ dell’asse z, di coordinate 
( 0 , 0 , 0 , ^ )  e i punti dell’asse w  di coordinate (o , o , u  , o).

1) Se c <  o, la param etrizzazione ci dice che il germe X P̂  è irri
ducibile; poiché è puram ente dimensionale, per il lemma, P, è un punto di 
coerenza.

2) Se c >  o si ha ancora che X P̂  è irriducibile, m a non puram ente 
dimensionale; dunque Vc è un punto di non coerenza.

3) Per i punti (o , o , u  , o) con u-4= o il germe è irriducibile, m a non
puram ente dimensionale: anche questi sono quindi punti di non coerenza 
per X.

4) Se u — c =  o, cioè stiamo considerando l’origine di R 4, il germe
X 0 del complessificato di X 0 ha esattam ente l’equazione (1), letta in C4; ogni
rappresentante di X 0 è quindi u n ’ipersuperficie di C4, in quanto tale puram ente 
3-dim ensionale.

M a in ogni intorno U  di ( o , o , o , o) cadono punti regolari di X in cui X 
ha dim ensione 2. Pertan to  X 0 non può indurre il complessificato in tu tti i 
punti di un intorno di x.
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Si conclude pertanto che l’insieme di non coerenza di X è dato da

j x = o

\ y  =  o 
u  '

1 zv = o 
[ z  >  o

e dunque è semianalitico, m a non analitico.
M. G albiati ha provato in [2] che per un insieme analitico con equazioni 

globali l’insieme dei punti di non coerenza è sempre semianalitico.
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