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Calcolo delle probabilita. — Systémes aléatoires généralisés o
liaisons complétes a temps continu . Nota 111 di GEorGEs L CALVE
e Rapu THEODORESCU, presentata " dal Socio B. SEGRE.

R1AsSSUNTO. — Si continua lo studio dei sistemi aleatori generalizzati con vincoli com-
pleti di tempo continuo iniziato nelle Note I e 1I @ la cui lettura & necessaria per la com-
prensione del presente lavoro.

On continue I'étude des systémes aléatoires généralisés & liaisons com-
pletes & temps continu, commencée dans les Notes I et IT @, dont la lecture
préalable est indispensable pour la compréhension du présent travail.

5.4. Examinons maintenant dans quelle mesure la donnée des fonc-
tions w(¢,(w,x);A),p(t,w; B) et g(¢,w;A) détermine completement le
s.a.g.l.c.

Auparavant nous avons besoin d’un résultat auxiliaire.

Soient (L, ) et (M, 9R) deux espaces mesurables et £(¢,/;E) pour
tout €T ,/€L et E € L une fonction de trois arguments telle que: (%) pour
tout #€T et /€l fixés, £(¢,/; E) est une mesure signée sur O et
k(¢t,/;M)=o0; (kk) pour tout /€L et E €N fixés, £(#,7; E) est unifor-
mément continue en #€T par rapport & /€L et E € 9K, et pour tout z€T
et E€ 9N fixés, £(¢,7; E) est ON-mesurable; (£2£) pour tout #€T et /€L,
|#(¢,7; )| < const, en prenant comme norme d’une mesure signée la
variation totale.

LEMME 5.6. — Soit k(¢,7; E) vérifiant les trois conditions (k) a (kkk).
1) L'éguation ’ '
dus (E) __

2 — [ @) kG, 25

L

pour tout s >t et avec la condition initiale p,(E) = w(E) a wune solution
unique dans lespace de toutes les mesures signées finies sur O; si de plus w
est une probabilité sur O, u, lest aussi pour tout s > t.

2) 87 (L, ) =M, 9N), alors I'équation

E‘%}ﬁ:-fé(t,l;de) A0

L

(*) Recherche supportée par la subvention A—7223 du Conseil National de Recherche
du Canada.

(**) Nélla seduta del 12 maggio 1973.

(1) Voir « Rend. Acc. Naz. Lincei», 54, 434-440 et 577-583 (1973).
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- pour tout t <s et avec la condition finale ¢, ([) = @(I) a une solution unigue
dans lespace de toutes les fonctions réelles mesurables bornées définies sur L.
Démonstration. — La deuxiéme partie du lemme est trés exactement la
deuxieme partie du Théoréme 3 [1], p. 317. Quant & la premiére partie, elle
se démontre de maniére analogue a la premiére partie du théoreme cité.
Dans tout ce /qui suit nous dirons que les données (m,p,¢,11,P,Q)
sont compatibles si elles vérifient les relations (5.7) & (5.10).

PROPOSITION 5.7. — Soit 'Q’ la solution des équations (5.11) et (5.12) avec
la  condition initiale (respectivement finale) Q(w ;A). Alors la probabilité
de transition ‘P, définic par

‘P'(w ; B) =f’Q‘(w ; dw') P(w' ; B)

pour tout t < s vérifie (1.7) et coincide avec la solution unique des deux équa-
tions (5.15) et (5.16) avec la condition initiale (respectivement finale) P(w ; B).
Démonstration. — 11 suffit d’appliquer le Lemme 5.6.

Nous démontrons également la

PROPOSITION 5.8. — Soiz ‘Q° la solution des équations (5.11) et (5.12)
avec la condition initiale (rvespectivement finale) Q(w ; A). Alors la probabilité
de transition ‘T définie par

T ((w, x) ; A) = f,l'[((w, x); dw’) 'Q°(w' ; A)
W

pour tout t < s vérifie (1.6) et coincide avec la solution unigue des deux équa-
tions (5.13) et (5.14) avec la condition finale (respectivement initiale)

I ((w, x); A).

Démonstration. — En effet, d’aprés les Lemmes 5.2 et 5.3 toute proba-
bilité de transition ‘TI' vérifiant la condition de cette proposition satisfait
les équations (5.13) et (5.14). Or le Lemme 3.6 indique que ces équations
ont une solution unique.

Enfin, nous avons la

PROPOSITION 5.9. — Soit ‘II° la solution de Iéquation (5.13) avec la con-
dition finale 11 (w , x) ; A). Alors la probabilité de transition 'Q° définie par

Q' (w; A)=f P (w; dx) ‘I’ ((w , x) ; A)
b4

pour tout ¢t < s vérifie (1.5) et coincide avec la solution unique des deux équa-
tions (5.11) et (5.12) avec la condition initiale (respectivement finale) Q (w ; A).

Démonstration. — Soit

Qe A) = f P(w ; dx) ‘Il (@@, 2) ; A) .

X
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Alors

QN (; A) —'Q (s A) = f P (w; dx) (T (w0, %) 5 A)—T0 (@, 2); A)) =

X

— As{ fP(w ; dx) [ ftny((w:@ pdw)g(s,w'; A)+ "(AQ]} =

W
= As [ fth(’w sdw)g(s,w; A) + 0(A5)] .
W

I1 en découle que ‘Q° vérifie I"équation (5.12) et de méme pour I’équation (5.11).
Le Lemme 5.6 termine alors la démonstration.
Les trois propositions précédentes nous conduisent au

THEOREME 5.10. — Si w (respectivement q) vérifie les conditions du
Lemme 5.6, les données (x| 11, P) (respectivement (g, 11, P)) déterminent com-
pletement les probabilités de transition d'un s.a.g.l.c.

Démonstration. — Supposons connues (rt, II, P). Nous déterminons Q,
g et p par les relations (5.7), (5.8) et (5.10) et les données (= p,¢, 11, P,Q)
sont alors compatibles. Les relations (5.8) et (5.10) montrent de méme que ¢
et p remplissent les conditions du Lemme 5.6. En utilisant les propositions
précédentes 5.7, 5.8 et 5.9, nous déduisons qu’il existe, pour tout #,s €T,
s < ¢, les probabilités de transition ‘II°, ‘P’ et ‘Q° uniques vérifiant les rela-
tions (1.6), (1.7) et (1.8) pour tout # <7 < s. Il est facile de voir que (1.4)
est vraie et donc que ‘II" et ‘P’ vérifient (1.1) et (1.2) pour tout # < r < s.

Nous procédons de maniére analogue avec (¢, II, P), et le théoréme
est démontré.

6. PROBABILITES DE TRANSITION PERMANENT CONTINUES

6.1. Il est possible d’obtenir des équations de diffusion sur ‘II°, ‘P
et ‘Q° en adaptant la théorie déji existante pour les processus de Markov,
comme nous I'avons déja fait dans le paragraphe précédent pour les proba-
bilités de transition permanentes discontinues.

Pour #,s5s€T,# <s, soit 'K’ une probabilité de transition de (R, ®)
dans (R, ®), olt # est la c-algébre des boréliens sur R. Rappelons la défi-
nition suivante:

DEFINITION 6.1. — La probabilité de transition ‘K est appelée permanente
continue, si les deux conditions suivantes sont vérifiées: (/) pour tout x € R
et tout € >0 ’

K'(x;dy) = o(s—12)

|x—y]>e
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A

uniformément par rapport a4 #<<s; (/) il existe deux fonctions a(¢,x) et
6 (¢, x) telles que pour tout x € R et tout ¢ > o0

((y——x)tK’(x;dy) =a(t,x)(s—8H+ o(s—9)
lx sl <e

et

f(y———x)Zle (x;dy) =060, x)(s—8)+o(s—2)

lx—y|<e

uniformément par rapport & # <s.

6.2. Supposons que (‘W ,'a0) = (‘X &) = (R, #). Nous nous conten-
terons plus simplement, ici, de donner une équation sur Q et une équation
sur ‘P, en application brutale d’un résultat sur les processus de Markov.

PROPOSITION 6.2. — Supposons que 'Q° soit permanente continue, et que
les fonctions de w,'Q" (w;A) et 'P°(w; B), aient pour tout t,s€T,t<s,
et tout A, B € B fixés, des dérivées premiéres et secondes en w, gqui sotent con-
tinues et éornees Supposons de pZus que les fonctions a(t,w) et b(¢,w), rela-
tives & 'Q’, soient continues. Alors ‘Q° et 'P° sont dérivables en t et nous obte-
nons:

tAs .
6.1) )

avec lim ‘Q’ (w; A) = Q(w ; A), et
ths

3'Q° (w; A)

22 z‘Q.v ('ZU ; A)
duw

+ _;- 6 <t ’ w) dw?

tps .
6.2) SEEB) o, w)

avec lim ‘P'(z ; B) = P(w ; B).
ths

a’p* @i 4T w) 3P’ (w; B)

Démonstration. — La Proposition 6.1 n’est autre que I'adaptation du Théo-
réme 1 [1], p. 373.

L’équation (6.1) est la premiére équation de Kolmogorov sur ‘Q°. On peut,
évidemment, donner le méme nom & (6.2). Pour ‘TI°, il est facile de voir,
en adaptant la démonstration du méme Théoréme 1 [1], p. 373, que, sous
des hypotheéses convenables, elle vérifie egalement une équation aux derl-
vées partielles, ot 3'II°/o# s’exprime & l'aide de 9'IIjow , 5°T1°/dzx , 3*‘TT¢ [22?
2tl—[:/awax et QZtH:/a 2

Pour ce qui est de la deuxiéme équation de Kolmogorov (ou Z'équation
de Fo,é,éer—PZam,é) il faut passer aux densités, mais il n'y a pas de difficultés
de principe.

De méme que pour les processus de Markov, il en résulte que se don-
nant @ et 4 et une condition limite, on peut déterminer complétement les
probabilités de transition d’un s.a.g.l.c., & condition, évidemment, que cer-
taines conditions de régularité soient verifiées.



