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Equazioni funzionali. — Su// equazione funzionale t(x + k2, y,2) =
=f(x,y,2) ¢(x,y,2) O Nota di SaANTI VALENTI, presentata ® dal
Socio G. SANSONE.

SUMMARY. — A wide class of partial functional equations (all generalizing in a quite
natural way the classical recurrence relation for the I'-function), is considered in § 1, in order
to give an existence and unicity theorem for the solution of each of them, provided this solu-
tion be a partially lg-convex one.

Further, in § 2 is sketched a straightforward method of resolution for an interesting
subclass of such a class of equations, only involving simple techniques of finite differences
calculus.

1. Sia Q l'aperto di R® cosi definito
Q={P=(x,y,2):x>0,y>0,z>0}

e sia f; (P) una funzione del tipo

(1.1) Fo(P) = x(x+2) (x + 22})};-[.r+(,é—1)z] ,

definita su Q e con £ intero positivo. I.’equazione funzionale
(1.2) t(x +kz,y,2) =1 (P)2(P),

nella funzione incognita # (P), generalizza naturalmente la ben nota relazione
di ricorrenza su cui si fonda la teoria della funzione I' come impostata in [1]
e [2]; la (1.2) rientra evidentemente nella classe delle equazioni funzionali
del tipo

(13) tx+kz,y,25)=f(P)e(P),
ove si assume la f(P) con le sole ipotesi
(1.4) FB)=9@E, b , e, >0 , V(¥ >o

In questo paragrafo ci riferiremo appunto, per maggiore generalitd, alla
forma (1.3), mentre il caso particolare (1.2) sard per un certo aspetto esami-
nato nel successivo paragrafo.

Osserviamo previamente che la (1.3) & risolta in Q non appena lo sia
nel diedro A, definito dalle limitazioni x+ >0, y > o0, Az >=x. Invero, se
P'e Q—A;, si denoti con [«'[z'] il massimo multiplo di 4 minore di '/
e si ponga x"' = x'— [x'[s']-2'; il punto P" = (x", ', #') risulterd allora in A;;

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivita del Gruppo Nazionale per ’Analisi Funzio-
nale e le Applicazioni (del C.N.R.), nell’'anno accademico 1972-73.
(*¥*) Nella seduta del 19 giugno 1973.
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ed essendo #(x" 4 [x'[2']-2', ¥, 2") = #(P’), noto che sia il valore #(P"), si
avra subito — per ricorrenza sulla (1.3) — il valore #(P").

Stabilito questo, ricerchiamo le soluzioni positive e lg-convesse rispetto
ad x dell’equazione in esame; a questo scopo tornerd utile quanto sopra osser-
vato e sard anche opportuno considerare l'insieme

MI,=Qn{P=(x,y,2):x = kz},
nonché la funzione f/II, (P), restrizione della f (P) a II,.
A proposito delle suddette soluzioni, vale il seguente
TEOREMA. Detto N [insieme degli interi positivi, si abbia, per m € N:

: ﬂHk[(m+I)x!.yr3] .
(1.5) }fg Ay mr, 7,2 o)

inoltre la ¢ (x,2) sia [g—concava rispetto ad x ed esista una famiglia som-
mabile {u,, (x,2),m € N} di funzioni positive per cui riesca:

k2, x bz ‘ -
{(P[Efiy- f)::]z]}x/kz < [I +%: (x,g>]. ¢ (x + skz , z)

@ (skz,2) '

(1.6)

definitivamente per s € N. Allora esiste ed é unica, a meno della sua restrizione
a Il,, la soluzione [g—convessa rispetto ad x della (1.3).

Iniziamo col dimostrare che, quali che siano x» e z positivi, riesce con-
vergente e non nullo il prodotto infinito

s > (x/kz)+1
AGr ) — [ (shz , 2)] :
.;[;12 o (%,2) £I2 {cp[(s—-l)/éz,z]}x/k"@(x{—s/éz,z) ’

invero, perché cid avvenga basta che convergano la serie

F}_,;[A‘(x,z)——l]

e quella dei quadrati dei suoi termini (cfr. [3]); ora, che la prima di tali serie
converga segue subito da (1.6), mentre la convergenza della seconda discen-
derd dall’essere non negativo il termine generale della prima. Ma, poiché
¢ (x,2) ¢ lg-concava rispetto ad x, quali che siano x e z positivi ed
s € N — {1}, dovra aversi:

clg o (x 4 skz,2) —lg ¢ (skz, 2) = Ig ¢ (skz,2) —lg o [(s—1) £z, 2]

X - bz ’

e da questa si trae, con semplici passaggi, che nessuna delle funzioni
[A (x,2) — 1] ¢ mai negativa. Sicché, effettivamente, il prodotto infinito in
questione risulta convergente e non nullo.
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Allora, fissata ad arbitrio su IT, la funzione w (42, ¥, 2) e definita su
tutto Q la funzione

p—1

x (yéz z cp(s,éz,z)
w, (P) = ZJ [,éz lg o [(s—1) 2z, 2] +lg <p(x+xéz,z)]+

+ (i )go s, + (£ —1)lgb ) +w ke, v, +

—lgo(x,2s) —Ilgo(x + 42,2,
si pud considerare, su tutto , la funzione limite

w (P) = Lll;!;l w, (P),

che risulta convessa rispetto ad x perché tali sono tutte le w, (P). Inoltre, fra
wor1 (P) e w, (x 4 42z, y, 2) intercede la relazione, di diretta verifica:

wos1 (P) =w, (x + 4z, 5,2) —lg o (x,) +

‘ x ‘o (pkz , 2)
YO+ ) e R

donde, al limite per p— oo e in virth di (1.5):

w(P)zw(x—I—,éz,y,z)—lgcp(x,z)-—lglp(y),

che mostra come la funzione ¢*® risolva la (1.3).
L’esistenza della soluzione richiesta & cosi provata per costruzione.
Per quanto concerne l'unicitd, osserviamo innanzitutto che se una fun-
zione reale definita su Q — e diciamola ancora w (P) — vi riesce convessa
rispetto ad z, allora, per ogni intero » > £ e multiplo di 4, Uessere x < 4z
implicherd la doppia diseguaglianza

(1.7) x{w(e,y,0)—wlr—~Az,y,5} <
<lkslw(z +x,y,2)—w(z,y,2)] <
gx{w[(r—k,é)z’,y,z]—w(rz,y,z)};

se ora si richiede che e*\®) soddisfi alla (1.3), detto p il rapporto fra » e 4 e
posto per brevitd g =1g ¢, 7 =lg{, si ottiene facilmente I'identita

(1.8) wz+x,y,8)—w@z,y,2) =wP) +

p—1 e—1
+ gl ks, ) — X g (ke ) +i)—w ks, 5,9,
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che, introdotta nella (1.7), fornisce dopo semplici calcoli e per p > 3:

p—1 o—1
x skz . . Y
o9+ T P ) 4 B ok, +

p—1
—j<y>,+w(/éz,y,z)—;)g(x+s/éz,z>gw(P)g

¢ (skz , 2) . &
<~{g(/é2 2) +s_2%1 m+/(3’)} +%{g(ﬂé3,3} +

p—1

_M)+w<,ég,y,g>_.§g<x+m,z> , PeA,.

E cio, in forza della (1.5), garantisce evidentemente che la w (P) resti
individuata, — a meno della sua restrizione a II, —, nel diedro A,. Sicché,
ove si rammenti l'osservazione preliminare circa il suddetto diedro, anche
I'unicita & provata.

2. Esamineremo ora brevemente il caso particolare (1.2) e anzi, giacché
la generalita del risultato che stiamo per conseguire non dipende sostanzial-
mente dal valore di 4, ci limiteremo a porre £, (P) = f; (P) =§, conside-

rando la (1.2) nella semplice forma:
(2.1) z‘(x—}—z,y,z):f,—t(P);

assumeremo in pill che la restrizione di #(P) a Il sia assegnata omogenea
con dato grado v di omogeneita. L'interesse rivestito da questo caso particola-
re ¢ di duplice natura: da un canto lo stretto legame con la ben nota «distri-

buzione gamma generalizzata » (cfr [4], [5] e [6]), d’altro canto il risultato
espresso nella seguente '

PROPOSIZIONE. — Se la restrizione di t (P) a 11y & omogenea con grado di
omogeneita v, allora la determinazione della soluzione lg—convessa rispetto a x
della (2.1) ¢ ricondotia alla risoluzione di una equazione alle differenze Sonite,
ordinaria, del primo .ordine, omogenea ¢ a coefficienti costants.

In primo luogo, "omogeneita (di grado v) della #/IIy (P) implica I'omoge-
neita (pure di grado v) della # (P) in tutto ; invero, operando su w, (P) sotto
le ipotesi fatte, si ottiene senza difficoltd la relazione:

;p<aP)=¢p(P>W, Vo > o;

donde, per p— oo e per l'assunta omogeneitd di #/II;, Iasserto.

Da cio segue lesistenza di una (ed ovviamente una sola) funzione y tale
che sia identicamente

(2.2) z‘(P) =2y (g , —ii),
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dimodoché, posto come & lecito

(2:3) X(gg)zp(éﬁ)m(gé)

e sostituendo (2.2) in (2.1), si avrd per la nuova funzione incognita ¢:

x YY=% [~ 2).

- o2 =se(z2)

Questa equazione alle differenze, la cui unica radice caratteristica 4 &
evidentemente

Z
=,
J
avrd per soluzione generale la funzione

x =[x z \*l=
(5 2)-e 2
J
C designando una funzione periodica di periodo 1 rispetto al primo argomento
e, per il resto, arbitraria. Ma la #(P) ottenuta sostituendo « in (2.3) e poi (2.3)

in (2.2) non risultera, in generale, lg—convessa rispetto ad x, mentre lo sari
certamente se avremo posto

e 2)=cf2)

z z k4

ossia se avremo assunto la € costante rispetto al primo argomento (e arbitra-
riamente dipendente dal secondo). Con cid, peraltro, come garantisce il teo-
rema del paragrafo precedente, avremo ottenuto /z sola soluzione della (2.1)
che sia Ig—convessa rispetto ad x, a meno della condizione al contorno

v+1

Y111 (P) = C (g) =,

la quale permette di determinare completamente la C.
La proposizione & cosi dimostrata @,
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(1) Si noti come il procedimento usato, salvo le ovvie modifiche, conduca alla 7zsofu-
zione diretta della data equazione per gualsiasi valore di k. In generale si perverra ad un’equa-
zione in « del £-esimo ordine, quindi con radici caratteristiche negative o addirittura complesse
in aggiunta alla /4 = z/y. La considerazione di siffatte radici, tuttavia, gia ci porterebbe al
di la dei limiti che ci siamo imposti nella presente Nota.



