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A nalisi m atem atica. —  S ur T équation non linéaire de Schrôdinger. 
N ota di M a r c o  B i r o l i  (*>, presentata (**> dal Socio L. A m e r i o .

R iassunto. — Si dà un teorema di esistenza ed unicità per la soluzione di un problema 
di Cauchy per una equazione di Schrôdinger non lineare.

§ i. I n tr o d u c tio n  e t  én o n c é e s

Dans les dernières tem ps ont été publié deux résultats sur le problèm e 
de C auchy pour l ’équation de Schrôdinger non linéaire.

Le prem ier est dû à G. Pozzi et est donné dans la M em oire [3], dediée 
pour la p lupart au problèm e de Cauchy pour l ’équation de Schrôdinger 
linéaire.

Le résultat assure l’existence et l’unicité de la solution du problèm e de 
Cauchy pour l’équation de Schrôdinger avec de non-linéarité du type hp- 
schitzien.

U n  deuxièm e résultat est dû à C. Bardos et H. Brézis, [1], et assure 
l’existence et l ’unicité de la solution du problèm e de Cauchy

(L 0 ( t , x) —  ihru ( t , x) +  I u ( t , x) |p~2 u ( t , x) —

p .p . su r [o , T ] X O 

u ( t , x )  =  o p .p . su r [o , T ] X T

u  (o , x)  =  uQ (x ) p.p. sur Li .

où O C R ” est un ouvert borné de frontière Y  régulière et p L> 2.
Ce résultat est déduit d ’un résultat abstrait, qui est dém ontré par des 

méthodes de monotonie.
Le bût de ce travail est de considérer le problème

(1,2) j  gqq(t , x ) — Au ( t , x) +  \ u ( t , x) |p~2 u ( t , x) =

~ f ( t , x )  p-P- sur [ o , T ] X Ü .  

u ( t , x)  == o p.p. sur [o , T] X T .

u  (o , x) =  u0 (x) p.p. sur O ,

où ß C R Ä est un ouvert borné de frontière P régulière et p >  2, et de donner 
un résultat d ’existence et d ’unicité.

(*) Istituto di Matematica dell’Università di Parma
Politecnico di Milano.

(**) Nella seduta del 12 maggio 1973.

ed Istituto di Matematica del
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Nous observons que dans le cas (1,2) on n ’arrive plus à utiliser les 
méthodes de monotonie, p a r lesquelles on peut traiter (1,1).

Indiquons V =  H j (O) , V* =  H “ 1 (ü ) , W  =  £p (Q) , .. W* =  £p' (Q), 
H =  £2 (£1), par <, ) la dualité entre V  et V* et la dualité entre W  et W*, 
par (,) le p roduit scalaire dans H , par | | (|| || , || L )  la norm e dans H ( V , W )  
et par || ||* (|| |f )  la norm e dans V*(W *).

Soit A  : V —y V* défini par la relation:

<A u  > v > =  /  %  X f  S )  S )  à x
Q

Vu e Y  et B : W  W* défini p a r la rélation

I u (x) |p 2 u (x) v (x) dx  .
q

Vu , V E W.
N otre problèm e peut alors être écrit en forme faible comme

C1»3) S  ^7 é )  +  A u ( t y +  Bu(t )  =  f ( t )  p.p. sur [o , T] dans V*-f W*

u (t) faiblem ent continue sur [o , T] dans V  et dans W. 

u  (o) =  Uo.

Nous dém ontrons le résultat suivant:

THÉORÈME i . S o z t f ( f )  =zf 1 (t) + / 2 (t), o ù f 1 (t) ( / 2 (/)) est absolutement con
tinue dans V (W ) et u0 e V O W ;  i l  y  a alors une solution u(f ) de (1,3) dans 
£°° (o , T  ; V) n£°° (o , T  ; W) avec — {t) e £°° (o , T  ; V*) +  200 (o , T  ; W*).

S i  en p lu s  p < - A _  +  2, s i n  >  2, ou p f in i  arbitraire s i n  =  2, alors 
i l  7  a une unique solution de (1,3) dans £ ° ° ( o , T ;  V) n£°° (o , T  ; W).

Le résultat d ’existence est dém ontré par la m éthode de Faedo-G alerkin 
et de compacité; le résu ltat d ’unicité depende essentiellement du théorèm e 
d ’injection de Sobolev.

En confrontant les résultats de [1] avec ceux du Théorèm e 1 on peut 
rem arquer une certaine sim ilitude entre le com portam ent des deux différents 
types de non linéarité de l’équation de Schrôdinger dans ( i , i ) et dans (1,2) 
et les deux type de non linéarité (dans la dérivée de la fonction inconnue 
et dans la fonction inconnue) de l’équation des ondes ([2], pg. 15, pg. 38).

Je dois enfin rem erçier les Professeurs L. Amerio et E. M agenes d ’avoir 
attiré mon attention sur le problèm e (1,2).

§ 2. D é m o n s t r a t i o n  du T h é o r è m e  i

Soit {vç}, q =  i , 2 ,• • - , k  ,• • • la base orthonorm ale de H , composée 
p ar les vecteurs propres de A  et observons que est aussi une base de 
V  et W.
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Indiquons par V* le sous-espace de H engendré p ar les vecteurs 
VI, vz , ■ ■ •, vk.

Considérons le système

=  { / ( f )  > v> P-P- sur [o , T] , Vv e V*
U (o) =  Uq£

k
« (o  =  S  (f) vi

q =  l

OÙ

(2,2) lim uok =  u0 dans V et dans W .
k —> OO

Pour les théorèm es classiques sur les systèmes d ’équation différentielles ordi
naires on peut affirmer que (2,1*) a une solution locale uk {t) définie sur 
[o , h}.

De (2,1*) on a

(2,3) d uk 
d t (0 '+  < A  +

d U j \

p.p. sur [O , t k\
En considérant la partie réelle de (2,3) on a

4  -% Il % «  IIs+  j  —  Il « ,W C  =  R« < / W . 7  (0 >  ■

Indiquons f  (t) =  g ^ t )  +  ig2 (t) et uk{t) =  vlk (t) +  iv2k (t);

-  4 "  Il ^  (^  II2 +  7  ^  Il ^  W C  =  (0  , 09 y  =  <^g2 (t) ,

D ont

on a

dz,2* c a \  
d/ W /  ■

y w ^ ( ô \ \ 2 + y \ \ M t ) \ i = y \ \ v 0* \ u

+  7  II uot\Z + < ^ (0  > vik 09> — <Si (°) >.?i» (°))  —
t

- J  \ % -  O  - *1* «  > **i (0  > -
0

t

-  {g* ( o ) , v2k (o) ) -  J  y dy -  ( o , »2i ( q \  d e .
0
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On a alors

(2,4;

<  K , l  +  2
dA_
di (0  II uk (f) Il dt +  2 Il uk 00 IL à t .

D ont pour l’inégalité de Gronwall.

(2.5) Il uk (f) I l, Il % 00 IL <  Q  p.p. [ o , t k]

où C est urie constante qui ne depende pas de k.
De (2,4) on a aussi que uk(f) peut être prolongée à une solution de (2,1^) 

sur [o , T] et que on a encore

(2.6) Il uk (t) Il , Il uk (/) \\w <  C2 p.p. sur [o , T] .

De (2,6) on peut supposer sans perdre de généralité que

(2.7) lim** uk (t) =  u (t)
k->oo

dans £°° (o , T  ; V) et dans £°° (o , T  ; W),

(2.8) lim** A  uk (t) =  A u (t)
k —> 00

dans £°° (o , T  ; V*),

(2.9) lim** B uk '/) =  7 :7;
k —>■ OO

dans £°° (o , T  ; W*).
De (2,8) et (2,9) on a aussi

(2,10)

dans £~ (o , T  ; V*) +  £°° (o , T  ; W*).
De (2,7) et (2,10) on peut supposer sans perdre de généralité

(2, i i) lim uk (t) — u  (t ) dans £2 (o , T  ; H) .
k —>oo

On peut donc supposer

(2 .12) lim uk { t , x) =  u ( t , x ) p.p. sur [o , T ] x û
k-+oo

donc

(2.13) lim \ u k { t , x)  |p~2 uk [ t , x) =  I u  ( t , x)  |p~2 u  [ t , x ) .
k —>- OO

De (2,9) et (2,13) on peut affirmer, [2], pg. 12, que

(2>r4) B « (/)

De ("2,8), (2,9), (2,10), (2,14) on a que ^  (/) est solution du problèm e (1,3). 
Passons m ain tenant h la partie concernante l ’unicité.
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Observons d ’abord que sous l’hypothèse p <  — -2  -f- 2, n >  2, on a
fl

P —  1 ^  ~n — "2 > on Peut donc affirmer que sous nôtres hypothèses on a

P2(P-D(Ü) (- H 1(Q) =  V-

Soient u(t) — ux if) -\- tu2(f), v(£) =  z /^ )  +  deux solutions de (1,3)
dans £°° (o , T ; V) n f °  (o , T ; W). On a

T  I u W I2 <  —  I»« <B«(*) —  Bz;(zf), u( t )  —  v{ t ) )

dont

(2 .1 5) - | k - » | < | B « ( ? ) - B c ( ; ) | .

On a

(2.16) Bu ( t ) — B v (/) =  (]/u x ( t , x)  +  % ( t , x) Y 2 ux { t , x ) —

— ( b 2 (* , x)  +  z | (i1 , X) )P 2 zq (/•, X) +  i  [(/«I (* ,# ) +  «1 ( / , it) )P~2 •

■u%(t , x )  —  (|4/j (t ,  x)  +  z | (t,  x) )P 2 v2 (t ,  X)] .

On a

I (1l u \ ( t , x )  +  u \ ( t , x )  y ~ 2 ux (t ,  X ) - ( I ! v \ { t , x )  +  v \ { t , x )  W ( C  X) I

<  Sup { (p —  2) u \ ( t , x ) +  i%{t, x)  )p 4« fi* , *) +

+  ( t (/ ,  r̂) +  u2 (if, a:) ) ; (p —  2) ( L i  , x)  +  v\ { t , x)  )P 4 d  , x)  +

+  , *) +  z4(^, x)  )P 2 j • \ .Ui( t ,x ) —  v1 ( t , x ) \  +

+  Sup |(p  —  2 ) ( ) / u IQ ,x )  +  î4 ((, x) y  i \ u 1 ( t , x ) \ \ u %( t , x )  \ ;

(p —  2) { \/v \(t, x)  +  v \ ( t ,  x)  )P 4 I vx ( t , x )  I \v2 ( t , x )  I } - I u 2 ( t ,  x ) — v2 (t ,  x)  I 

et de façon analogue

\^ Iu \( t  , x )  +  u l ( t , x ) ) P u2 ( t , x ) — (] / v l ( t , x )  +  v l ( t , x j ) v 2 ( t , x ) \ < :

<  Sup I (p —  2) ()/«f (if, *) +  «f (C *) )P 4 I ux (zf, x)  I l  U2 ( t , x)  I ; 

i v \  ( t , x)  +  v2 ( t , x) i vx( t , x ) \ \ v 2 ( t , x ) \ ' l \ u 1 ( t , x ) — vx( t , x ' ) l  +

+  Sup I (p — 2)( fu j  ( t , x )  +  u i ( t , x ) ) P i i4 ( ï , x )  +

+  i f  u\ ( tx)  +  ut ( t , x )  y  ; (p —  2) (|4/1 (if, x)  +  v\ (zf, x)  )p 4 v\ ( t , x)  +

+  (*, x)  +  v \ (if, x)  )P 2 j J «a(if, # ) —:»a ( * ,* ) | .
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En se rappellan t que le suprem um  de deux fonctions de £2(Q) est dans £2(Q) 
et que dans nôtres hypothèses on a £2(p~2) w  h J(Q) =  V, on peut affirmer 
que

I B u{t) —  B vit) I <  C I u{t)— vif) I ,
dont

— ! u(t) — V{t) I < C I u(t) — V {£) I .

Pour le lemme de Gronwall on a alors | ui t )  — v (t) | =  o ^  u(t )  =  v(t).  
Le Théorèm e 1 est ainsi com plètem ent démontré.
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