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Topologia differenziale. — Una proprietà di bordismo dei fibrati 
principali ('K Nota di F abrizio Cacciafesta, presentata ("> dal 
Corrisp. E. M artinelli.

Summary. — Every compact Lie group of dimension >  I is shown to be the bord 
of a G-variety; in consequence of that, every principal fibre bundle having G as structural 
group and a variety without boundary as base is shown to be a bord as well.

I.  Sia G un gruppo di Lie com patto ad n >  i dimensioni, Ge lo spazio 
lineare tangente ad esso in e (elemento unità del gruppo). U na qualunque 
base {e-} (i =  i , • • - , ri) di G* (**) individua n campi di vettori linearm ente indi- 
pendenti invarianti a sinistra su G, e dunque n sezioni globali linearm ente 
indipendenti del fibrato tangente a G , T (G). T  (G) è, pertanto, banale. U n 
teorem a di Thom  ([4]), secondo il quale una varietà differenziabile, com
p atta  e priva di bordo è un bordo se e soltanto se tu tti i suoi num eri di 
S tiefel-W hitney sono zero (ciò che avviene, in particolare, se il fibrato ta n 
gente alla varietà è banale) ci assicura, allóra, che G è bordo d ’una varietà 
(n +  i)-d im ensionale T. (Tale fatto sarà, d ’altronde, conferm ato d ire tta
m ente al n. 3).

Indicherem o con [M] la classe di bordismo non orientato d ’una varietà M, 
differenziabile, com patta e priva di bordo. Si ha allora, per ogni varietà 
cosiffatta, M x G  =  a(M  X T), ossia [M x G ] =  o. Scopo della presente nota è 
di m ostrare che, più in generale, anche ogni fibrato principale P (M , G) 
sulla varietà M, avente G come gruppo stru tturale, è un bordo; ossia, che
è [ P ( M, G ) ]  =  o.

L a tesi sarà conseguita col m ostrare che, tra  le varietà bordate da G, 
ne esiste una, G, che è una G -varie tà  (nel senso che G opera differenziabil- 
m ente su di essa). D a ciò seguirà, in effetti, la possibilità di costruire un 
fibrato differenziabile B (M , G , G), di base M, fibra G e gruppo G, il cui 
bordo sarà proprio P (M , G).

L a varietà G sarà o ttenuta come spazio totale d ’un fibrato associato al 
fibrato principale che si ha fattorizzando G per un suo opportuno sottogruppo 
chiuso. L a scelta di tale sottogruppo introduce pertanto, nella costruzione 
di B ( M , G , G ) ,  un elemento d ’arbitrarietà la cui influenza, in un caso 
particolare, è stud iata  nei nn. 6 e 7.

Desidero ringraziare i proff. A. Dold ed N. Telem an per g l’insegnam enti 
ed i suggerim enti fornitim i.

(*) Lavoro eseguito nell’ambito del Gruppo 
briche e geometriche » .

(**) Nella seduta del 12 maggio 1973.
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2. Sia G un gruppo di Lie com patto, di dimensione >  i; esso contiene, 
di necessità, dei sottogruppi isomorfi al gruppo di Lie unitario U  (i). (Infatti, 
è noto fi) che ogni gruppo di Lie com patto contiene dei tori di dimensione 
>  I,  e quest’ultim i contengono evidentem ente dei gruppi isomorfi ad U  (i)).

Fissiamo ad arbitrio  uno di tali gruppi, che indicherem o con S1. Poiché S1 
è chiuso in G, un classico teorem a della teoria degli spazi fibrati ci assicura 
che G può riguardarsi come spazio totale d ’uno spazio fibrato differenziabile 
principale, di base G/S1 =  {<̂S1 |^*eG} e di gruppo stru ttu rale  S1 <2>.

Sia ora D 2 =  {z | z e C , [ z | <  i}; è chiaro che il gruppo U (i)  =  {z\ z e C, 
I ^ I =  i}  agisce su C lasciando invariante D 2, e che 3D 2 =  U  (i). 
L ’azione di U  (i) su D 2 può rappresentarsi, m coordinate polari, m ediante:

z r (r , z) =  (r , z 'z)  (o <  r  <  i ; z  , z r e U  (i)) .

Identificando S1 con U  (i)  m ediante un isomorfismo, possiamo pensare 
D 2 come u n ’S1-v a rie tà  con bordo. Sia allora G — -> G /S1 il fibrato di fibra 
D 2 associato al fibrato principale G — G/S1 rispetto alla suddetta azione 
di S1 su D 2 <3>.

In sostanza, il fibrato differenziabile G G/S1 ha come fibra, su cia
scun punto della base, il disco bidimensionale ottenuto « riem piendo » la 
circonferenza fibra, su quel punto stesso, del fibrato G — G/ S1; il gruppo 
stru ttu rale  è ancora S1, e l’azione del gruppo S1 sulla fibra D 2 estende l’azione 
di S1 su 3D 2.

Il gruppo G risulta pertanto  immerso in G; continuerem o ad indicare 
con G l ’im m agine di G in G.

3. Lo spazio totale G del fibrato tu è una varietà differenziabile, i l  cui 
bordo è costituito proprio da G.

Infatti, sia g un qualunque punto di G, e sia V un conveniente intorno 
aperto di 7Ü(g). Poiché la proprietà di g «essere o non essere un punto di 
bordo » ha carattere locale, possiamo limitarci ad esam inare la porzione U  di 
G che si proietta sull’aperto V; per u n ’opportuna scelta di V, U  è diffeomorfa 
con V X D 2. Ora, un qualsiasi diffeomorfismo tra  due varietà con bordo porta  il 
bordo dell’una su quello dell’altra; poiché il bordo di V x D 2 è proprio V X  3D2, 
si conclude che g è un punto di bordo per G se e soltanto se appartiene a G.

4. M ostriam o ora come possa farsi, di G, una G -varietà  <4>.
A tale scopo, occorre definire u n ’applicazione differenziabile p* : G X G -> G, 

cosiffatta che sia:
.0 K * > g )= g >
2) P (g  > P (g'> Jf)) =  P (gg', £)< 

per ogni g  ,g ' e G , g e G.

(1) V. F. ‘Adams [i ], 81.
(2) V. S. Kobayashi e K. Nomizu [3], 54-55.
(3) V. S. Kobayashi e K. Nomizu, toc. cit.
(4) Per le generalità sulle G-varietà, vedi ad esempio P. E. CONNER ed E. E. FlOYD [2].
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Defìneremo p in modo tale che essa, inoltre, estenda la preesistente azione 
di G su dG =  G per traslazione a sinistra (che indicherem o con p).

Indichiam o con D* — ìz*1 (x) la fibra di G — G/S1 su x  e G/S1; allora, 
se g , g '  sono elementi di G, riesce ^D ^s1 ■= I V s 1 • Ogni punto g di D^s1 
può individuarsi m ediante una coppia (r }g±), dove o <  r  <  i, e g ± è- un punto 
del bordo di D ^Si, e dunque un punto di G. Assum iam o allora, per defi
nizione:

p O > £ )  =

Questa definizione può sem brare am bigua per r —  o, ossia per il centro del 
disco Df'sx ; m a in questo caso, pT (g , g) risulterà il centro del disco .
(Si osservi che il gruppo stru ttu rale  S1 del fibrato G G/ S1 conserva la 
m etrica euclidea su D 2 ed il centro del disco D 2; perciò in ogni fibra Dx è 
individuato il centro, nonché la distanza tra  due punti qualunque).

Chiaram ente, J  è u n ’azione di G su G che soddisfa le proprietà i) e 2) 
di cui sopra. Resta da provare la sua differenziabilità: e basterà provarla, 
dato il carattere locale di questa, in un intorno aperto U del punto g  di G 
ed in un intorno aperto W  del punto 0 di G.

Al solito, possiamo individuare un intorno aperto V C G /S 1 del punto
g ’ S1 =  ™(g), tale che la restrizione del fibrato n (risp. 7t) a V  sia equivalente 
a V  X S1 (risp. V x D 2) tram ite l ’equivalenza çq (risp. cp1).

Poiché il prodotto p nel gruppo G è differenziabile, esistono un intorno 
aperto U  C G di g  e G, ed un intorno aperto T  C V di g' S1, tali che p (U , T) C 
C gV . Inoltre, la restrizione del fibrato 7t (risp. ff) a gV  è, a sua volta, equi
valente a (gV) X S1 (risp. (gV) X D 2) tram ite l ’equivalenza <p2 (risp. qs2).

Consideriam o il diagram m a:

U x fT x S 1) -

IX?!

U X ti-^ T )  -

7t |T° / r 2

T

W . X S 1

I 92

^ ( ^ V )

■ gV

dove h  =  p o (i X ç ,), e pr2 è la proiezione sul secondo fattore. Poiché 
<Pi,<P2 sono diffeomorfismi, e p è differenziabile, anche 7: risu lta differenzia
bile. Tenuto conto del m odo d ’agire di G su G e su G/S1, e del fatto che 
9 i  , ?2 sono equivalenze tra  SV fibrati principali, potrem o scrivere:

h {s', x ,s) =  (g'x. ,H (g', x) s) (g'e XJ, xeT,  s e  S1) 

dove H : U X T -> S1 è, dunque, una funzione differenziabile.
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Le stesse considerazioni, svolte nel fibrato G — ■-> G/S1, portano alla defi
nizione dell’applicazione h =  o (i X 9 X), che può descriversi m ediante
la formula:

h{g ’, x  , (r, s)) =  (g'x , (r , H (g', X) sj) (g'e U , x  e T , (r , s) e D 2)

ed è, quindi, a sua volta differenziabile. Si conclude che la stessa ~p è diffe
renziabile: ciò che volevasi dim ostrare.

5. Resta così dim ostrato che ogni gruppo d i Lie compatto d i dimensione 
>  i è bordo d'una varietà differenziabile G, la quale è una , G~varietà. Di più, 
la Gx—struttura di G estende la G-s trattura di G =  dG data dalle traslazioni 
a sinistra .

Sia ora M una varietà differenziabile e priva di bordo, e P (M , G) il 
fibrato differenziabile principale di base M e gruppo stru ttu rale  il gruppo 
di Lie G. Consideriam o il fibrato differenziabile B (M , G , G) associato a 
P (M  , G), di base M, fibra G e gruppo G =  3G. È chiaro che lo spazio totale 
di B (M  , G , G) è una varietà avente per bordo lo spazio totale del fibrato 
B (M , G , G) che si ottiene da B (M  , G , G) restringendo la fibra G a 
aG =  G. D ’altronde, B (M , G , G) e P ( M , G )  sono equivalenti, giacché il 
gruppo G di B (M , G , G) opera sulla fibra aG =  G per traslazione a sinistra, 
ed i due fibrati sono costruiti con le stesse funzioni di collegamento. Si conclude 
col teorem a: ogni fibrato differenziabile principale P (M  , G) con base priva 
di bordo e gruppo compatto d i dimensione >  1, è bordo del fibrato differenziabile 
ad esso associato B (M , G , G).

6. È  essenziale, in quanto precede, la scelta del sottogruppo S1 che si 
usa per fibrare G. In  effetti, dati due sottogruppi di G , Si ed S2, entram bi 
isomorfi al gruppo di Lie U  (1), la costruzione indicata porta a due diversi 
fibrati: Gì — G/ Si  , G2 — G/ S2. Sorge allora il problem a d ’esam inare le 
relazioni esistenti tra  le G -varie tà  Gì e G2, ulteriori a quella, ovvia, d ’avere 
per bordo comune G.

Ci proponiam o di m ostrare che, se Si ed S2 sono sottogruppi d i G coniu
gati (se è, cioè, S2 =  ySi y“ 1 per un qualche y € G) allora, identificando i 
gruppi Si ed S2 tramite i l  coniugio, i  fibrati Gì -> G/Si e G2 -> G/S2 riescono 
equivalenti, e dunque le varietà Gì e G2 risultano diffeomorfe. 7

7. Sia dunque S2 =  ySi y“1; denotiam o con cy : G G il coniugio tra 
m ite y in G. Esso stabilisce un isomorfismo tra  le coppie di g ruppi (G , S3) 
e (G , Sa). A llora, poiché la costruzione del fibrato G G/Si utilizza soltanto 
la s tru ttu ra  di gruppo di Lie di G, e la proprietà di Si d ’essere un sottogruppo 
di G, risulterà che -  posta l ’identificazione suddetta -  i fibrati G -> G /S i e 
G G/S2 sapranno equivalenti.

I fibrati G ì -> G/Si e G2 -> G/S2 risultano a loro volta equivalenti, in 
quanto associati a fibrati equivalenti ed aventi stessa fibra standard  e stessa
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azione del gruppo stru ttu rale  sulla fibra. Si conclude che esiste un diffeo- 
morfismo O tra  le varietà Gì e G2.

Osserviam o che, se conveniam o d ’identificare G con G stesso tram ite  <7, 
le due G -varie tà  diventano « G -equivalenti » nel senso che si ha

® (gg) =  < s ( g ) ®  (g) (g  e G , g e Gl).

Peraltro, ed in generale, Gì e G2 non risultano Qt-equivalenti nell'accezione 
usuale del termine.
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