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A n a lis i m a te m a tic a . —- S u r  un  lem m e de convergence et ses a p p li
cations a u x  équations a u x  dérivées partielles d ’évolution non linéaires  
et non m onotones. N o ta  I I I  di M a r c o  B i r o l i  (*}, p resen ta ta  (**} dal 
C orrisp . L . A m e r i o .

R iassunto. — Si dimostra il Teorema 5 enunciato nella Nota I.

§ 5. D é m o n s t r a t i o n  d u  T h é o r è m e  5 

Démontrons d ’abord un lemme:
LEMME 4 . Soient { u 0>n} une suite dans £2(£2) et { f n (t)} une suite dans 

£2(o , T  ; H 1 (Q)).
Supposons que

lim* dans £2(£2)
n —>00

(/) =  f ( t )  dans £2(o ,T  ;
«->Oû

Considérons le problème

u'(t) +  Au(t) +  c(t) =  f n(t) p .p . sur [o ,T] dans 21 (£2) +  H”1 (£2)
U  ( o )  =  U 0 tn

a (,t) e 21 (o , T  ; C1 (£2)) cr ( t , x) e ß {u ( t , x)) 
p .p . sur [o , T] X O

Le problème a une solution un (t) et on peut extraire de { un (t) }, une sous suite, 
que nous indiquons encore par  {un (t) }, telle que

lim* un (t) =  u Çt) dans £2 (o , T ; H ^1 (£2))
«->00

lim* un (t) =  u (t)
«—>00

uniformément sur [o ,T ] dans £2(£2) 

lim un (t) =  u (t)
00

dans £2 (o , T ; £2 (£2)) où u (f) est solution du problème.

u'(t) +  A u{f) +  a(f) = f { t )  p.p. sur [o ,T ] 
dans H “1 (£2) -f- £1 (O) 

u (o) =  U q

a (t) e 21 (o , T ; £1 (£2)) c ( t , x) e ß (u ( t , x)) 
p .p . sur [o , T] X £2 .

(*) Istituto di Matematica dell’Università di Parma. Istituto di Matematica del Po» 
litecnico di Milano.

(**) Nella seduta del io febbraio 1973.
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Par le même procédé du § 4 on a

(5.1) I K ^ I I ^ C i
T

(5.2) j d t  < C 2
0

T

(S>3) j j gn(u„(t, x)) un( t , x) d td x  <  C4
0 Q

où C i, C2 et C4 ne dépendent pas de n.
De (5>3) et du Lemme 2, § 1 on peut supposer, sans perdre de généralité,

(S A) Km* gn (un (t)) =  er (/)
n ->  00

dans £‘l (o ,T  ; fi1 (£2)).
De (S»1). (S.2) on peut supposer, sans perdre de généralité,

(5.5) Hm** un.(t) =  u (t) dans £°° (o , T ; £2 (£2)) .
K->OÛ

(5.6) lim* un(t) =  u{t) dans £2(o ,T  ; H j (£2)) .
OO

De (5,4), (5,6) on a

(5.7) lim* u'„(t) =  u '(t)
« -> 0O

dans £x (o , T  ; fi1 (£2)) +  £2 (o , T  ; H -1 (£2)).
De (5,5), (5,6), (5,7) on. a

( S, 8) lim* u„ (t) =  u (J)
n ->  00

uniformément sur [o , T] dans £2 (Q)..
De (5,6) (5,7) et du Lemme 3, § 4 , on a

(5.9) Hm un(t) =  u (t)  dans £2 (o , T ; £2(Q )).
« - > 0 0  V

De (5,4), (5,9) et du Lemme 2, § 1 on a

(5.10) a ( t , x) e ß (u (t , x))

p.p. sur [o ,T ]X £ 2.
De (5,6), (5,7), (5,9), (5,10) on a

■«'GO +  A« (/) +  <t (t) = f ( t )  p.p. sur [o , T] 
dans H -1 (£2) -f- 21 (£2) 

u  (o) =  Uo

a 00 e - 1 ( ° , T ;  £1 (£2)) o ( / , * ) e ß ( # ( / » )
p.p. sur [o , T] x  £2.

Le lemme est ainsi démontré.
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Supposons d ’abord f  (f) e £°° (R ; £2(Q)). 
Considérons maintenant le problème

( I l I J  W (t) +  Au (t) +  gn («(*)) =  f  (t)

U  (o) =  Uo

et indiquons par un{f) la solution de ce problème.
En multipliant l’équation par un {t) on a

II un(it) II22 <  ( / (f) , U„(*))£a Il un(t) II2! — (gn(u„(t)) , un(t))z2 <

<  ( 11/(0 IIh-1 + Cs) Il u « [ t )  IIhJ — Il u » ( t )  IIhJ

où C5 est une constante qui ne dépende pas de n.
De [3] on a alors

Il un (t) ||£2 <  M ax (C3, Il m  H^)

où C3 est une constante qui ne dépende pas de u0.
Considérons maintenant la transformation S : u0 -> un (T).
Il est facil démontrer que le problème (III„) a une unique solution, 

donc S est univoque.
Indiquons K =  B(o,Cs); alors S : K ->K  et pour le Lemme 4 est continue 

dans la topologie faible de £2(Q).
On peut donc affirmer, [7], que S a, au moins, un point fixe.
Le problème

u 1 (t) +  A u  (t) +  gn (u (fj) =  f  (f) 

u  (o) =  M (T)

a donc au moins une solution un(t). 
On a

(S,” ) 

donc

(5,12)

(5,13)

Il Un (t) ||£2 <  c 3

T

jf II Un(t)l\2Hlà t  < C 5
0

Tj j (Sn (un (t)) , u„(t))z2 dt  <  C6
0 Q

où C5 , Ce ne dépendent pas de n.
De (5,13) et du Lemme 2, § 1 on peut supposer, sans perdre de généralité,

(5, 14) Hm*g„ (un ( t , x)) =  g ( t , x )
n—> 00

dans ^ ( o . T ;  £X(Q)).
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De (5,11) et (5,12) on peut supposer, sans perdre de généralité,

(54 5) lini** un (t) =  u (t) dans £°° (o , T ; £2 (û))
n—>OG

(S, 16) lim* uH(t) =  u (t)  dans £2(o ,T  ; Hj(Û)).
n—> 00

De (5,14), (S,16) on a 

( 5 >17) lim*u'n(t) =  u(t)
n—> 00

dans £2 (o , T ; H“1 (û)) +  U (o , T ; S1 (Û)).
De (547) (S4 6 ) pour le Lemme 3 on a

(S4 8 ) lim un (t) =  u (f)
n—> 00

dans £2(o , T ; £2(U)); du Lemme 2 et de (5,14), (5, 18) on a

(S)1̂  ■ a ( t ,  x) e ß ( u ( t , x)) p.p. sur [ o , T ] x ü .

De (5.15)> (S.^)» (S.17) on a 
(5»2o) lim * u n(t) =  u(t)

n—> 00

uniformément sur [o ,T ]  dans £2(ü).
D e (S44)> (546), (547)> (549) on a que u (t)  est solution du problème

(III" )  u[(f) 4 " (£) -)- cr (/) =  f  (t')

u(o) — u (T)

a (/) 6 21 (° , T  ; 21 (O)) a ( t , x) e ß (u ( t , x)) p.p.

sur [o , T] X ü .

Le théorème est ainsi démontré pour f  (f) e £°° (o , T ; £2 (O)).
T

Étant J'jl\u(t) ||2i àt <  C5 on peut supposer, sans perdre de généralité, 
°

Il u (o) ||£2 <  C7 .
Du Lemme 4, on a alors que (III" ) a une solution pour
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